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El6sz6

Az az igény, hogy egy feladat, algoritmus vagy struktira bonyolultsagat szdmszertien
mérni tudjuk, és ennek alapjan e bonyolultsagra korlatokat és szdmszerd Osszefiiggése-
ket nyerjlink, egyre tobb tudoméanyag teriiletén vetddik fel: a szamitogéptudomanyon
kiviil a matematika hagyoményos dgai, a statisztikus fizika, a biologia, az orvostudo-
many, a tarsadalomtudomanyok és a mérnoki tudomanyok is egyre gyakrabban keriil-
nek szembe ezzel a kérdéssel. A szamitogéptudomany ezt a problémét ugy kozeliti meg,
hogy egy feladat elvégzéséhez sziikséges szamitastechnikai eréforrasok (idg, tar, prog-
ram, kommunikécid) mennyiségével méri a feladat bonyolultsagat. Ennek az elméletnek
az alapjaival foglalkozik ez a jegyzet.

A bonyolultsagelmélet alapvetGen harom kiilénbo6zé jellegii részre oszlik. ElGszor
is, be kell vezetni az algoritmus, id6, tar stb. pontos fogalmat. Ehhez a matemati-
kai gép kiilonb6zé modelljeit kell definialni, és az ezeken elvégzett szamitasok téar- és
idGigényét tisztazni (amit altaldban a bemenet méretének fiiggvényében mériink). Az
erGforrasok korlatozasaval a megoldhato feladatok kore is sztikiil; igy jutunk a kiilénbo-
z6 bonyolultsagi osztélyokhoz. A legalapvetébb bonyolultsagi osztalyok a matematika
klasszikus teriiletein felvet6dd problémaknak is fontos, a gyakorlati és elméleti nehézsé-
get jol tiikrozé osztalyozasat adjak. Ide tartozik a kiilonb6zé modellek egyméshoz valo
viszonyanak vizsgalata is.

Masodszor, meg kell vizsgalni, hogy a matematika kiilonbozé teriiletein hasznalt
legfontosabb algoritmusok milyen eréforras-igénytiek, ill. hatékony algoritmusokat kell
megadni annak igazolasara, hogy egyes fontos feladatok milyen bonyolultsagi oszta-
lyokba esnek. Ebben a jegyzetben a konkrét algoritmusok, ill. feladatok vizsgalataban
nem toreksziink teljességre, még a sokat vizsgalt (algoritmikus) feladatokbol is annyira
sok van, hogy ez amugy is lehetetlen lenne. Mindazonaltal szamos konkrét algoritmust
leirunk és analizalunk, hogy bemutassunk bizonyos fogalmakat és modszereket, és hogy
megallapitsuk néhany fontos feladat bonyolultségéat.

Harmadszor, modszereket kell talalni ,negativ eredmények” bizonyitasara, vagy-
is annak igazolasara, hogy egyes feladatok nem is oldhatok meg bizonyos eréforras-
korlatozasok mellett. Ezek a kérdések gyakran tgy is fogalmazhatok, hogy a bevezetett
bonyolultsagi osztalyok kiilonbozGek-e, ill. nem iiresek-e. Ennek a problémakornek ré-
sze annak a vizsgalata, hogy egy feladat megoldhato-e egyaltalan algoritmikusan; ez
ma mar klasszikus kérdésnek tekinthetd, ebben a jegyzetben is ismertetiink néhény
erre vonatkozo fontosabb eredményt. A gyakorlatban felvet6dS problémék tobbsége
azonban olyan, hogy algoritmikus megoldhatosaga onmagdban nem kérdéses, csak az
a kérdés, hogy milyen eréforrasokat kell ehhez felhasznéalni. Az ilyen, alsé korlatokra
vonatkozo vizsgalatok igen nehezek, és még gyerekcipében jarnak. Ebben a jegyzetben
is csak izelitGiil tudunk bemutatni néhany ilyen jellegl eredményt.
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Végiil érdemes még megjegyezni, hogy ha egy feladatrol kideriil, hogy csak ,nehe-
zen” oldhaté meg, ez nem sziikségképpen negativ eredmény. Egyre tobb teriileten (vé-
letlen szamok generalasa, kommunikécios protokollok, titkosirasok, adatvédelem) van
sziikség garantaltan bonyolult probléméakra és strukturakra. Ezek a bonyolultsagelmé-
let fontos alkalmazasi teriiletei; koziiliik a titkosirasok elméletének, a kriptografidnak
néhany alapkérdésével foglalkozunk a [I2] fejezetben.

A jegyzetben felhasznaljuk a szdmelmélet, linearis algebra, grafelmélet és (kisebb
mértékben) a valoszintiségelmélet alapfogalmait. Ezekre azonban fgleg a példakban
épitiink, az elméleti eredmények — kevés kivétellel — ezek nélkiil is érthetsk.

Koszonettel tartozom BABAT LASZLONAK, ELEKES GYORGYNEK, FRANK AND-
RASNAK, KATONA GYULANAK, KIRALY ZOLTANNAK és SIMONOVITS MIKLOSNAK a
kézirattal kapcsolatos tanacsaikért, és MIKLOS DEZSONEK a MATEX programcsomag
hasznalataban nytujtott segitségéért. GACS PETER jegyzetemet angolra forditotta, és
ekozben szdmos lényeges kiegészitést, javitast tett hozza; ezekbdl is tobbet felhasznél-
tam a jelen valtozat elkészitésekor.

Lovész Laszlo



8 NEHANY JELOLES ES DEFINICIO

Néhany jelolés és definici6

Egy tetszbleges nemiires véges halmazt dbécének is neveziink. A ¥ &bécé elemeibdl
alkotott véges sorozatot X feletti szonak hivjuk. Ezek kozé tartozik az iires szo is,
melyet () jelol. A sz6 hossza a benne szerepld bettik szama, egy x sz6 hosszat |x| jeloli.
A Y &dbécé feletti n hosszisagu szavak halmazéat YX"-nel, az 6sszes X feletti sz6 halmazat
Y*-gal jeloljiik. X* egy részhalmazat (vagyis szavak egy tetszdleges halmazat) nyelunek
hivjuk.

A ¥ feletti szavaknak tébbféle sorbarendezésére is sziikségiink lesz. Feltessziik, hogy
a Y elemeinek adott egy sorrendje. A lexikografikus rendezésben egy o sz6 megel6z egy
B szot, ha vagy kezd&szelete (prefixe), vagy az els6 olyan betii, amely nem azonos a
két szoban, az « szoban kisebb (az dbécé rendezése szerint). A lexikografikus rendezés
nem rendezi egyetlen sorozatba a szavakat; pl. a {0,1} abécé felett az ,,1” sz6t minden
0-val kezd6d6 sz6 megel6zi. Ezért sokszor jobban hasznéalhato a novekvd rendezés: eb-
ben minden révidebb sz6 megeléz minden hosszabb szét, az azonos hosszisagu szavak
pedig lexikografikusan vannak rendezve. Ha a pozitiv egész szdmokat névekvd sorrend-
ben, kettes szamrendszerben irjuk le, majd a kezdd 1l-est levagjuk, a {0,1}* névekvd
rendezését kapjuk.

A valos szamok halmazat R, az egész szamokét Z, a racionalis szamokét QQ, a ter-
mészetes szamokét pedig N jeloli. A nemnegativ valos (egész, racionélis) szamok hal-
mazanak jele R,. (Z;, Q.). A logaritmus, ha alapja nincs kiilon feltiintetve, mindig
2-es alapi logaritmust jelent.

Legyen f és g két, természetes szamokon értelmezett, valos értéki fiiggvény. Azt
irjuk, hogy

f=0(9)

(ejtsd: nagy-ordo), ha van olyan ¢ > 0 konstans és olyan ny € Z kiisz6b, hogy minden
n > ng esetén |f(n) < clg(n)|. Azt irjuk, hogy

f=o0l(yg),

ha g(n) csak véges sok helyen nulla, és f(n)/g(n) — 0 ha n — co. A nagy-ordo jelolés
kevéshé altalanosan hasznélt megforditasa:

f=9(g)

ha g =0O(f). Az
f=0(y)
jelolés azt jelenti, hogy f=0(g) és f=Q(g), vagyis vannak olyan ¢, ¢y > 0 konstansok
és olyan ny € Z kiiszob, hogy minden n > ng esetén c¢;|g(n)| < |f(n)| < c2|g(n)].
Ezeket a jeloléseket formulédkon beliil is hasznéljuk. Példaul

(n+1)2=n*+0(n)

azt jelenti, hogy (n+1)? felirhaté n®+ R(n) alakban, ahol az R(n) fiiggvényre R(n) =
= O(n) teljestil. (Az ilyen formuldkban az egyenléség nem szimmetrikus! Pl. O(n) =
= O(n?), de nem all az, hogy O(n?) =O(n).)



1. fejezet

Szamitasi modellek

Ebben a fejezetben az algoritmus fogalmat targyaljuk. Ez a fogalom a jegyzet {6 témaja
szempontjabol alapvetd, mégsem definialjuk. Inkabb olyan intuitiv fogalomnak tekint-
jik, melynek formalizalasara (és ezzel matematikai szempontbol valo vizsgalhatosaga-
ra) kiilonféle lehetéségek vannak. Az algoritmus olyan matematikai eljarast jelent, mely
valamely szamitas vagy konstrukcio elvégzésére — valamely fliggvény kiszamitasara —
szolgél, és melyet gondolkodas nélkiil, gépiesen lehet végrehajtani. Ezért az algoritmus
fogalma helyett a matematikai gép kiillénboz6 fogalmait vezetjiik be.

Minden matematikai gép valamilyen bemenetbdl valamilyen kimenetet szamit ki. A
bemenet és kimenet lehet pl. egy rogzitett abécé feletti szo (véges sorozat), vagy szamok
egy sorozata. A gép a szamitashoz kiilonboz6 erdforrasokat (pl. id6, tar, kommunikécio)
vesz igénybe, és a szamitas bonyolultsagat azzal mérjiik, hogy az egyes eréforrasokbol
mennyit hasznal fel.

Talan a legegyszertibb gép a véges automata. Ezzel a modellel az [I.Il alfejezetben
foglalkozunk, de csak nagyon tomoren, részben mert kiilon tantérgy foglalkozik ve-
le, részben pedig azért, mert a bonyolultsidgelmélet céljaira tilsagosan primitiv: csak
nagyon egyszeru fiiggvények kiszamitasara alkalmas.

A szamitasok legrégibb, legismertebb és matematikai szempontbdl ,legtisztabb” mo-
dellje a Turing-gép. Ezt a fogalmat A. Turing angol matematikus vezette be 1936-ban,
tehat még a programvezérlést szamitogépek megalkotéasa el6tt. Lényege egy korlatos
(bemenettdl fiiggetlen szerkezetti) kozponti rész, és egy végtelen tar. A Turing-gépeken
minden olyan szamitas elvégezhetd, melyet akér elGtte, akar azota barmilyen mas ma-
tematikai gép-modellen el tudtak végezni. E gépfogalmat f6leg elméleti vizsgélatokban
hasznaljuk. Konkrét algoritmusok megadésara kevésbé alkalmas, mert leirédsa nehézkes,
és féleg, mert a létez6 szamitogépektdl tobb fontos vonatkozasban eltér. Ezen eltérd
vonasai koziil a leglényegesebb, hogy memoriajat nem lehet kozvetleniil cimezni, egy
Ltavoli” memoria-rekesz kiolvasdsahoz minden kordbbi rekeszt is el kell olvasni.

Ezt hidalja 4t a RAM-gép fogalma (RAM = Random Access Memory = Kozvetlen
Elérésti Memoria). Ez a gép a memoria tetszdleges rekeszét egy lépésben el tudja érni.
A RAM-gép a valodi szamitogépek egy leegyszertsitett modelljének tekinthets, azzal
az absztrakcidval, hogy a memoriaja korlatlan. A RAM-gépet tetszdleges programnyel-
ven programozhatjuk. Algoritmusok leirdsara a RAM-gépet célszerd hasznalni (méar
amikor az informaélis leiras nem elegendd), mert ez &ll legkozelebb a valodi program-
irashoz. Latni fogjuk azonban, hogy a Turing-gép és a RAM-gép igen sok szempontbol
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egyenértéki; legfontosabb, hogy ugyanazok a fliggvények szamithatok ki Turing-gépen,
mint RAM-gépen.

Sajnos a RAM-gépnek ezért az elényos tulajdonsigaért fizetni kell: ahhoz, hogy
kozvetleniil el tudjunk érni egy memoriarekeszt, ezt meg kell cimezni. Mivel nem korlé-
tos a memoriarekeszek szama, a cim sem korlatos, és igy a cimet tartalmazo rekeszben
akarmilyen nagy természetes szamot meg kell engedniink. Ezzel viszont ismét eltavo-
lodunk a létezd szamitogépektdl; ha nem vigydzunk, a RAM-gépen a nagy szamokkal
végzett miiveletekkel visszaélve olyan algoritmusokat programozhatunk be, melyek lé-
tez6 szamitogépeken csak sokkal nehezebben, lassabban valosithatok meg.

Ebben a bevezets fejezetben foglalkozunk még egy szamitasi modellel, a logikai hd-
lozattal. Ez a modell mér nem ekvivalens a masik kettével; egy adott logikai halozat
csak adott nagysagi bemenetet enged meg. Igy egy logikai halozat csak véges szamu
feladatot tud megoldani; az viszont nyilvanval6 lesz, hogy minden fliggvény kiszamit-
hato logikai halozattal. Azonban ha megszoritast tesziink pl. a kiszamités idejére, akkor
a logikai halozatra és a Turing-gépre vagy RAM-gépre vonatkozé problémak mar nem
kiilonboznek ilyen lényegesen egymastol. Mivel a logikai halézatok szerkezete, mikodé-
se a legattekinthet&bb, elméleti vizsgalatokban (féleg a bonyolultsagra vonatkozo also
korlatok bizonyitasaban) a logikai halozatok igen fontos szerepet jatszanak.

A tovabbi fejezetekben még egyéb szamitéasi modelleket is bevezetiink és vizsgalunk,
példaul a nemdeterminisztikus Turing-gépet a Ml fejezetben, a randomizalt Turing-
gépet az [l fejezetben, a dontési fat a8 fejezetben és a parhuzamos RAM-gépet a [0
fejezetben.
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1.1. Véges automata

A véges automata egy nagyon egyszert és altalanos szamitasi modell. Minddssze annyit
teszilink fel, hogy ha kap egy bemeneti jelet, akkor megvéltoztatja a bels6 allapotat és
kiad egy eredmény jelet. Precizebben fogalmazva, egy véges automata rendelkezik

— egy bemeneti dbécével, amely egy ¥ véges halmaz,
— egy kimeneti dbécével, amely egy Y véges halmaz, és
— a bels6 allapotok ugyancsak véges [' halmazaval.

Hogy teljesen leirjunk egy véges automatat, meg kell hataroznunk minden s € I’
allapot ¢és a € ¥ bemeneti betid esetén a ((s,a) € ¥’ kimenetet és az a(s,a) € I' 4]
allapotot. Hogy az automata mikodése jol meghatarozott legyen, az egyik allapotot
kinevezziik START kezdddllapotnak.

A szamitas kezdetén az automata az so=START allapotban van. A szamitas beme-
nete egy ajas . ..a, € X* szoval van megadva. A bemenet els6 a; betlje az automatéat
az s1 = a(sg, aq) allapotba viszi, a kdvetkezs as betii az so = a(s1, az) allapotba sth. A
szamitas eredménye a bib, . .. b, sz0, ahol by = B(sg_1, ax) a k. lépés kimenete.

Igy a véges automata leirhat6 a (X, %, T, o, 3, s0) hatossal, ahol ¥, ¥/, I" véges hal-
mazok, a: I'x X =T és §: ['x X — Y tetsz6leges leképezések, és sg € I

Megjegyzések. 1. Sok kiilonb6z6 valtozata van ennek a fogalomnak, melyek lényegé-
ben ekvivalensek. Gyakran nincs kimenet, és igy kimeneti abécé sem. Ebben az esetben
az eredményt abbol hatédrozzuk meg, hogy az automata melyik allapotban van, ami-
kor vége a szamitasnak. Tehéat particionaljuk az automata allapotainak halmazat két
részre, ELFOGADO és ELUTASITO allapotokra. Az automata elfogad egy szot, ha a
szamitas végén ELFOGADO allapotban van.

Abban az esetben, ha van kimenet, akkor gyakran kényelmes feltételezni, hogy >’
tartalmazza a * dres szimbolumot. Mas szoval megengedjiik az automatanak, hogy
bizonyos 1épések soran ne adjon kimenetet.

2. A kedvenc szamitogépiink is modellezhets véges automataval, ahol a bemeneti abécé
tartalmazza az Osszes lehetséges billentytileiitést és a kimeneti abécé pedig az Osszes
szoveget, amit egy billentytletitést kovetGen ki tud irni a képernyére a szamitogép (az
egeret, lemezmeghajtot stb. figyelmen kiviil hagyjuk). Figyeljiik meg, hogy az allapo-
tok halmaza csillagaszati méretii (két gigabajt tarhely esetén tobb, mint 210" llapot
van). ElegendSen nagy allapothalmazt megengedve szinte barmilyen megvalosithato
szamitéasi eszkdz modellezhets véges automataval. Minket viszont az olyan automatak
érdekelnek, ahol az allapothalmaz sokkal kisebb, tobbnyire feltessziik hogy ez feliilrél
korlatos, viszont a bemeneti sz6 hossza altalaban nem korlatozott.

Egy L nyelvet requldrisnak neveziink, ha van olyan véges automata, amely pont az
x € L bemeneteket fogadja el.

Minden véges automata leirhatd egy iranyitott graffal. A graf pontjai I' elemei és
amennyiben ((s,a) = x és a(s,a) = ', akkor megy egy (a,x)-szel cimkézett iranyi-
tott ¢l s-bol s’-be. Egy ajas ... a, bemenet esetén végzett szamitas megfelel a grafban
egy olyan START-ban kezd6dé tutnak, melyben az élek cimkéinek elsé tagjai sorra
ap,as, . ..,a,. A méasodik tagok adjak az eredményt (lasd [Tl abra).
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b.x) (a.x)

(a,y)
START

aabcabc VYXYXYX

1.1. abra. Véges automata

1.1.1. Példa. Konstrudlunk egy olyan automatét, mely kijavitja az idézGjeleket egy

2

szovegben, azaz beolvas egy szoveget betiinként, és ha talal egy olyat, hogy 7 ...”,
akkor azt kicseréli ,..."-re.

Az automatanak minddssze annyit kell megjegyeznie, hogy eddig paros vagy parat-
lan darab idézGjel volt-e. Tehat két allapota lesz, egy START és egy NYITOTT (ez
annak felel meg, hogy éppen egy idézeten beliil vagyunk). A bemeneti dbécé tartal-
maz minden karaktert, ami el6fordulhat a szévegben, igy az "-et is. A kimeneti abécé
ugyanez, csak hozzavessziik az ,-et is. Az automata minden "-t6l eltérd karakter esetén
ugyanazt adja kimenetnek, mint ami a bemenet volt és marad ugyanabban az allapot-
ban. Amennyiben "-et olvas be, akkor ,~et ad ki, ha éppen a START allapotban volt és

"-et ha a NYITOTT-ban, tovabba &allapotot is valt (lasd L2 abra).

. ..)

2\ (a.0) (a,0)/(z.2)
START " NYITOT

1.2. abra. IdézGjeleket kijavité automata

1.1.1. Feladat. Konstrudljunk eqy korldtos szdma dllapottal rendelkezd véges automa-
tat, melynek megaduva két kettes szamrendszerben felirt szamot, kiszamitja az dsszegiiket.
Az automata felvdltva kapja meq a két szam eqy-eqy bitjét, mindkettében jobbrol kezdve.
Ha valamelyik szdm elsd bitjén tuljutunk, akkor innentdl a neki megfeleld bemeneti jel
eqy specidlis ® szimbolum. A bemenet végét az jelzi, ha eqymds utdn két e kovetkezik.

1.1.2. Feladat. Konstrudljunk minél kevesebb dllapoti véges automatdt, mely eqy szdm
tizes szamrendszerbeli szamjegyeit kapja balrol kezdve, és a bemenetet akkor és csak
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akkor fogadja el, ha a szdm oszthato 7-tel.

1.1.3. Feladat. a) Rogzitett k pozitiv egész esetén konstrudljunk egy véges automa-
tat a X2 = {0,1} bemeneti dbécével, mely a bemenetet akkor és csak akkor fogadja
el, ha 2k betibdl dll, és a szo elsd és mdsodik fele megegyezik.

b) Bizonyitsuk be, hogy egy ilyen automatdnak legaldbb 2% dllapota kell, hogy legyen.

Az aladbbi egyszert lemma, ill. kiilonb6z§ valtozatai kozponti szerepet jatszanak a
bonyolultsdgelméletben. Ha x,y, z € X* szavak és i természetes szam, akkor xy'z jelolje
azt a szot, amikor egymas utan irjuk az x szoét, majd i-szer az y szot, végil a z szot.

1.1.1. Lemma (Pumpélasi lemma). Minden requldris L nyelvhez létezik olyan pozitiv
egész k szam, hogy minden w € L szd, melyre |lw| >k, felirhaté w = xyz alakban, ahol
lzy| < k és |y| >0, hogy minden i természetes szamra xy'z € L. ]

1.1.4. Feladat. Bizonyitsuk be a pumpdldsi lemmdt.
1.1.5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az L= {0"1" | n € N} nyelv nem reguldris.

1.1.6. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az L={x1... 2,2y ... 21 T1...T, € X" }nyelv
(a palindroméak nyelve) nem reguldris.
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1.2. A Turing-gép
Egy Turing-gép a kovetkezskbdol all:

— k> 1 két iranyban végtelen szalagbol. A szalagok mindkét iranyban végtelen sok
mezore vannak osztva. Minden szalagnak van egy kitiintetett kezddmezeje, melyet
0-adik mez&nek is hivunk. Minden szalag minden mezejére egy adott véges 3
abécébdl lehet jelet irni. Véges sok mezd kivételével ez a jel az abécé egy specialis
% jele kell, hogy legyen, mely az ,jiires mezGt” jeldli.

— Minden szalaghoz tartozik egy ird-olvasdfej, mely minden lépésben a szalag egy
mezején all.

— Van még egy vezérlGegység. Ennek lehetséges allapotai egy véges I' halmazt al-
kotnak. Ki van tiintetve egy ,START” kezd&allapot és egy ,STOP” végallapot.

Kezdetben a vezérlGegység START allapotban van, és a fejek a szalagok kezdémezején
allnak. Minden 1épésben minden fej leolvassa a szalagjanak adott mezején allo jelet; a
vezérlGegység a leolvasott jelektdl és a sajat allapotatol fiiggden 3 dolgot csinal:

— atmegy egy 14j allapotba;
— minden fejnek utasitast ad, hogy azon a mezén, melyen all, a jelet irja felil;

— minden fejnek utasitast ad, hogy 1épjen jobbra vagy balra egyet, vagy maradjon
helyben.

A gép megall, ha a vezérlGegység a STOP éllapotba jut.
Matematikailag a Turing-gépet az alabbi adatok irjak le: T'=(k, X, T, «, 3, 7y), ahol
k > 1 egy természetes szam, X és I' véges halmazok, x € X, START, STOP €T, és

a: I'x¥F =T,
B: I'xXk— 3k
v: I'x¥F—{-1,01}F

tetszGleges leképezések. a adja meg az 1j allapotot, 5 az egyes szalagokra irt jeleket,
azt, hogy mennyit 1épjenek a fejek. A X dbécét a tovabbiakban rogzitjiik, és feltessziik,
hogy a ,,x” jelen kiviil legalabb két jelbdl all, mondjuk tartalmazza 0-t és 1-et (a legtobb
esetben elegendd volna erre a két jelre szoritkozni).

Megjegyzések. 1. A Turing-gépeknek nagyon sok kiilénb6z6, de minden lényeges
szempontbol egyenértéki definicioja talalhato a kiilonbozd konyvekben. Gyakran a sza-
lagok csak egyirdnyban végtelenek; szdmuk szinte mindig konnyen korldtozhaté volna
kettdre, és igen sok vonatkozasban egyre is; feltehetnénk, hogy , %" jelen kiviil (amit
ebben az esetben 0-val azonositunk) csak az ,1” jel van az dbécében; bizonyos szala-
gokrol kikothetnénk, hogy azokra csak irhat vagy csak olvashat roluk (de legalabb egy
szalagnak irasra és olvasasra is alkalmasnak kell lenni) stb. Ezeknek a megfogalmaza-
soknak az ekvivalencidja a veliikk végezhet§ szamitasok szempontjabol tobb-kevesebb
faradsaggal, de nagyobb nehézség nélkiil igazolhatd. Mi csak annyit bizonyitunk ilyen
irAnyban, amire sziikségiink lesz.
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2. Amikor egy konkrét Turing-gépet kell megadnunk, akkor a ,lényegtelen” helyeken
(pl. ha az allapot STOP) nem adjuk meg a fiiggvényeket. Egy igy megadott Turing-
gépet ugy tekintiink, hogy az értelmezési tartomany olyan elemeire, ahol nem adtuk
meg az értékeket, legyen a = STOP, 3= ** és v=0". Tovabba sokszor kényelmes az is,
hogy ha egy fej ugyanazt a jelet irné vissza, ami ott volt, akkor a 3 értékét nem adjuk
meg, ha pedig a vezérlGegység ugyanabban az allapotban marad, akkor az v értékét
nem adjuk meg.

Egy Turing-gép bemenetén az indulaskor a szalagokra irt nemiires jelekbdl allo sza-
vakat értjiik, feltessziik, hogy a bemeneti szavak a ,%” jelet nem tartalmazzak. (Kii-
lonben nem lehetne tudni, hogy hol van a bemenet vége: egy olyan egyszeri feladat,
mint hatarozzuk meg a bemenet hosszat”, nem volna megoldhato, a fej hidba lépkedne
jobbra, nem tudné, hogy vége van-e mar a bemenetnek.) Azt is megkotjiik, hogy a
bemeneti szavak a 0-adik mez6ktsl kezdddGen vannak a szalagokra irva.

A ¥ — {x} abécét Yy-lal jeloljik. Feltessziik azt is, hogy a Turing-gép az egész
bemenetét elolvassa miikodése soran; ezzel csak trividlis eseteket zarunk ki. Egy k-
szalagos Turing-gép bemenete tehat egy rendezett k-as, melynek minden eleme egy
Y5-beli sz6. Leggyakrabban csak a gép elsé szalagjara irunk nemdiires szét bemenet
gyanant. Ha azt mondjuk, hogy a bemenet egy x sz6, akkor azt értjiik alatta, hogy az
(,0,...,0) k-as a bemenet.

A gép kimenete a megallaskor a szalagokon levé Xf-beli szavakbol allé rendezett k-
as. Gyakran azonban egyetlen szora vagyunk kivancsiak, a tobbi ,szemét”. Ha egyetlen
szora, mint kimenetre hivatkozunk, akkor az utolsé szalagon levé szot értjiik ez alatt.

Azt mondjuk, hogy egy Turing-gép kiszamitja az f: ¥ — X fliggvényt, ha minden
x € 3} bemenetre véges sok 1épés utan leall, és kimenete f(x).

1.2.1. Feladat. Konstrudljunk olyan Turing-gépet, mely a kovetkezd fiigguényeket szd-
molja ki:

a) Ty...Tp+> Ty ... 2.
b) 1. Ty Ty .. TpTy ... Ty
C) Ty...Tp > TIT] .. Ty,

d) n hosszi csupa 1-esbél dllo bemenetre az n szam 2-es szamrendszerbeli alakjdt;
eqyéb bemenetre azt, hogy ,,MICIMACKQO”.

e) ha a bemenet az n szim 2-es szamrendszerbeli alakja, a kimenet legyen n darab
1-es (kilonben ,MICIMACKO?”).

f) A d) és e) feladatokat gy is oldjuk meg, hogy a gép csak O(n) lépést tegyen.

1.2.2. Feladat. Tegyik fel, hogy van két Turing-gépink, melyek az f: 2§ — X, dll.
a g: X5 — X fligguényt szamoljdk ki. Konstrudljunk olyan Turing-gépet, mely az fog
fligguényt szdmolja ki.

1.2.3. Feladat. Konstrudljunk olyan Turing-gépet, mely eqy & bemenetre pontosan 2%
lépést tesz.
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1.2.4. Feladat. Konstrudljunk olyan Turing-gépet, mely eqy x bemenetre akkor és csak
akkor dll meg véges szdamai lépés utan, ha x-ben eldfordul a 0 jel.

1.2.5. Feladat*. Mutassuk meg, hogy az eqyszalagos Turing-gépek, ha nem irhatnak a
szalagjukra, akkor pontosan a requldris nyelveket ismerik fel.

Az eddigiek alapjan egy lényeges kiilonbséget vehetiink észre a Turing-gépek és a va-
lodi szamitogépek kozott: Minden fiiggvény kiszamitasahoz kiilon-kiilon Turing-gépet
konstruédltunk, mig a valodi programvezérlésii szamitogépeken elegendd megfelels prog-
ramot irni. Megmutatjuk most, hogy lehet a Turing-gépet is igy kezelni: lehet olyan
Turing-gépet konstrualni, melyen alkalmas , programmal” minden kiszamithato, ami va-
lamelyik Turing-gépen kiszamithato. Az ilyen Turing-gépek nem csak azért érdekesek,
mert jobban hasonlitanak a programvezérlési szamitogépekhez, hanem fontos szerepet
fognak jatszani sok bizonyitasban is.

Legyen T = (k+ 1,%,T'r,ar, Br,yr) és S = (k, %, s, as, Bs,7s) két Turing-gép
(k > 1). Legyen p € ¥§. Azt mondjuk, hogy T a p programmal szimuldlja S-et, ha
tetszoleges @y, . ..,z € Xf szavakra T az (xq, ..., xx, p) bemeneten akkor és csak akkor
all meg véges szamu lépésben, ha S az (x1,...,x;) bemeneten megall, és megallaskor
T els6 k szalagjan rendre ugyanaz all, mint S szalagjain.

Akkor mondjuk, hogy a (k+ 1)-szalagos T Turing-gép univerzdlis (a k-szalagos
Turing-gépekre nézve), ha barmely k-szalagos 3 feletti S Turing-géphez létezik olyan
p sz6 (program), mellyel 7' szimulélja S-et.

1.2.1. Tétel. Minden k > 1 szamhoz és minden ¥ dbécéhez létezik (k+ 1)-szalagos
unwverzalis Turing-gép.

Bizonyitas: Az univerzalis Turing-gép konstrukcidjanak alapgondolata az, hogy a (k+
+1)-edik szalagra a szimulaland6é S Turing-gép miikodését leiro tablazatnak megfelels
szot (programot) irunk bemenetként. Az univerzalis T Turing-gép ezenkiviil még felirja
magénak, hogy a szimulalt S gépnek melyik allapotdban van éppen (hidba van csak
véges sok allapot, a rogzitett T gépnek minden S gépet szimulalnia kell, igy az S
allapotait ,nem tudja észben tartani’). Minden lépésben ennek, és a tobbi szalagon
olvasott jelnek az alapjan a tablazatbol kikeresi, hogy S milyen allapotba megy at, mit
ir a szalagokra, és merre mozdulnak a fejek.

A pontos konstrukciot elGszor tgy adjuk meg, hogy k+2 szalagot hasznalunk. Egy-
szertiség kedvéért tegytik fel, hogy ¥ tartalmazza a 07, ;17 és ,,—17 jeleket.

Legyen S = (k, X, T's, ag, Bs,7s) tetsz6leges k-szalagos Turing-gép. I's minden ele-
mét azonositsuk egy-egy r hosszusagu 0-1 sorozattal, ahol r = [log |T's||. Az S gép egy
adott helyzetének ,kodja” az alabbi sz6 legyen:

ghl .- 'hka5'<gv h17 .- '7hk)65(ga hlv .- 'ahk)’YS(ga hlv s 7hk)7

ahol g € I's —{STOP} a vezérlGegység adott allapota, és hy,..., hy € 3 az egyes fejek
altal olvasott jelek. Az ilyen szavakat tetszGleges sorrendben Osszeftizziik; igy kapjuk
a pg szot. Ezt fogjuk majd a konstrudlando 7" gép (k+1)-edik szalagjara irni; a (k+
+2)-edikre pedig az S gép egy allapotat, kiindulaskor az S gép START allapotanak a
nevét. Ezen a szalagon mindig pontosan r darab nem-x jel lesz, innen fogja tudni az
univerzélis Turing-gép az r értékét.

A T Turing-gép az S gép egy lépését ugy szimulalja, hogy a (k4 1)-edik szalagon
kikeresi, hogy hol van a (k+ 2)-edik szalagon feljegyzett allapotnak és az elss k fej
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altal olvasott jeleknek megfelels feljegyzés, majd onnan leolvassa a teenddket: felirja a
(k+2)-edik szalagra az 0j allapotot, az elsé k fejjel pedig a megfelels jeleket iratja és
a megfelel§ iranyba lép.

A teljesség kedvéért formélisan is leirjuk a T’ gépet, de az egyszertiségnek
is tesziink annyi engedményt, hogy csak a k = 1 esetben. A gépnek tehat ha-
rom szalagja van. A kotelez6 ,START” és ,STOP” allapotokon kiviil legyenek még
ITTVAN-VISSZA, NEMITTVAN-VISSZA, NEMITTVAN-TOVABB, KOVETKEZO,
ALLAPOT-FELIRAS, MOZGATAS, és UJRA &llapotai. Az allapotnevek a fenti vaz-
lattal egyititt elég beszédesek, pl. az ITTVAN-VISSZA allapotba akkor keriiliink, ha
megtalaltuk az aktualis allapotnak megfelel§ utasitast, és a harmadik szalagon a fejet
a 0-adik mezére vissziik ebben az allapotban vissza; az UJRA &llapot az S gép egy
lépésének szimulalasa utan a mésodik és harmadik fejet visszaviszi a szalagok kezdéme-
zejére. Jelolje h(i) az i-edik fej altal olvasott betiit (1<i<3). Az «, 3, v fiiggvényeket az
alabbi leirassal adjuk meg (ha nem mondunk kiilén 4j allapotot, akkor a vezérlGegység
marad a régiben, ha nem mondunk kifrandé jelet valamelyik fejnek, akkor ugyanazt a
betiit irja vissza, ha pedig lépést nem mondunk, akkor helyben marad).

START:
ha h(2) = h(3) # *, akkor 2 és 3 jobbra lép;
ha h(3) # * és h(2 ) = %, akkor STOP;
ha h(3) = és h(2) =h(1), akkor ,ITTVAN-VISSZA”, 2 jobbra lép és 3 balra lép;

ha h(3) == és h(2) # h(1), akkor NEMITTVAN-VISSZA”, 2 jobbra, 3 balra lép;
egyébként  , NEMITTVAN-TOVABB?”, és 2, 3 jobbra lép.

ITTVAN-VISSZA :
ha h(3) # %, akkor 3 balra lép;
ha h(3) = *, akkor ,ALLAPOT-FELIRAS”, és 3 jobbra lép.

NEMITTVAN-TOVABB:
ha h(3) # *, akkor 2 és 3 jobbra lép;
ha h(3) = *, akkor ,NEMITTVAN-VISSZA”, 2 jobbra lép és 3 balra lép.

NEMITTVAN-VISSZA :
ha h(3) # %, akkor 2 jobbra lép, 3 balra lép;
ha h(3) = *, akkor ,KOVETKEZO”, 2 és 3 jobbra lép.

KOVETKEZO:
START”, és 2 jobbra 1ép.

ALLAPOT-FELIRAS:
ha h(3) # *, akkor 3 a h(2) jelet irja, és 2, 3 jobbra lép;
ha h(3) = *, akkor ,MOZGATAS", az 1 fej h(2)-t ir, 2 jobbra lép.

MOZGATAS:
LUJRA” az 1 fej h(2)-t lép.

UJRA:
ha h(2) # * és h(3) # *, akkor 2 és 3 balra 1ép;
ha h(2) # *, de h(3) = *, akkor 2 balra lép;
ha h(2) = h(3) = *, akkor START”, és 2, 3 jobbra 1ép.
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A (k+2)-edik szalagtol konnyen megszabadulhatunk: tartalmat (ami mindig csak r
mez0), a (k+1)-edik szalag (—2)-edik, (—3)-adik, ..., (—r—1)-edik mezején helyezziik
el (a (—1)-edik mez6n hagyunk egy *-ot hatarolojelnek). Problémat okoz azonban, hogy
még mindig két fejre van sziikségilink ezen a szalagon: egyik a szalag pozitiv felén, a
mésik a negativ felén mozog. Ezt tgy oldjuk meg, hogy minden mez6t megduplazunk
a bal felébe marad irva az eredetileg is oda irt jel, a jobb felén pedig 1-es all, ha ott
allna a fej (ha két fej volna), a tobbi jobb oldali félmez§ iiresen marad. Kénnyt leirni,
hogy hogyan mozog az egyetlen fej ezen a szalagon tgy, hogy szimulalni tudja mindkét
eredeti fej mozgésat. m

1.2.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a fent konstrudlt univerzdlis (k+1)-szalagos
Turing-gépen szimuldljuk a k-szalagosat, akkor tetszdleges bemeneten a lépésszdm csak
a szimuldlo program hosszdval ardnyos (tehdt konstans) szorzétényezdvel névekszik meg.

1.2.7. Feladat. Legyenek T és S egyszalagos Turing-gépek. Azt mondjuk, hogy T az S
mikodését a p programmal szimuldlja (p € £5), ha minden x € 3§ szora a T gép a p&x
bemeneten (ahol & & 3 eqy 1j bett) akkor és csak akkor dll meg véges szami lépésben,
ha S az x bemeneten megdll, és megdlldskor T szalagjdn ugyanaz dll, mint S szalagjdn.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan eqyszalagos T' Turing-gép, mely minden mds eqyszalagos
Turing-gép mikodését ebben az értelemben szimuldlni tudja.

Kovetkez6 tételiink azt mutatja, hogy nem lényeges, hogy hany szalagja van egy
Turing-gépnek.

1.2.2. Tétel. Minden k-szalagos S Turing-géphez van olyan egyszalagos T Turing-gép,
amely S-et helyettesiti a kévetkezd értelemben: minden x-ot mem tartalmazo x szdra,
T akkor és csak akkor dll meg véges sok lépésben az x bemeneten, ha S megdll, és
megdllaskor T szalagjdra ugyanaz lesz irva, mint S utolsé szalagjdara. Tovdbbd, ha S
lépéseinek szima N, akkor T legfeljebb O(N?) lépést tesz.

Bizonyitas: Az S gép szalagjainak tartalméat a T" gép egyetlen szalagjan kell tarolnunk.
Ehhez el6szor is a T szalagjara irt bemenetet ,széthizzuk”: az i-edik mezén allo jelet
atmasoljuk a (2ki)-edik mezdre. Ezt ugy lehet megcsinalni, hogy el6szor 1-t6l indulva
jobbra lépegetve minden jelet 2k hellyel odébb masolunk (ehhez egyszerre csak 2k,
vagyis rogzitett szamu jelre kell a vezérlGegységnek emlékeznie). Kozben az 1,2, ... 2k—
— 1 helyekre x-ot frunk. Majd a fej visszajon az els6 *-ig (a (2k —1)-edik helyig), és a
(2k +1)-edik helyen &ll6 jeltsl kezdve minden jelet tjabb 2k hellyel jobbra visz stb.

Ezek utan a (2ki+ 2j — 2)-edik mez6 (1 < j < k) fog megfelelni a j-edik szalag
i-edik mezejének, a (2ki+2j — 1)-edik mezon pedig 1 vagy * fog allni aszerint, hogy
az S megfelel§ feje az S szamitdsanak pillanatnyi 1épésénél azon a mezén all-e vagy
sem. A szalagunk két ,végét” jeloljiik meg egy-egy 0-val, az els6 olyan péaratlan sorszamu
mezében, amelyben még soha nem volt 1-es. Igy az S szamitasanak minden helyzetének
megfeleltettiink T-nek egy helyzetét.

Megmutatjuk most, hogy S lépéseit T hogyan tudja utanozni. Mindenekel6tt, T
seszben tartja” azt, hogy az S gép melyik allapotban van. Azt is mindig tudja, hogy
modulo 2k milyen sorszamu az a mezG, amin a sajat feje éppen tartozkodik, valamint
hogy az S fejeit jelzd 1-esek koziil hany darab van a sajat fejétsl jobbra. A legjobbol-
dalibb S-fejtsl indulva, haladjon most végig a fej a szalagon visszafelé. Ha egy paratlan
sorszamu mezén 1-est talal, akkor a kovetkez6 mezét leolvassa, és megjegyzi hozza,
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hogy modulo 2k mi volt a mez§ sorszama (azaz melyik eredeti szalagrol valé olvasas-
nak felel meg). Mire végigér, tudja, hogy milyen jeleket olvasnak ennél a lépésnél az S
gép fejei (és ekkor még mindig csak 2k|X|*, azaz konstans sok allapot kell). Innen ki
tudja szamitani, hogy mi lesz S 1j allapota, mit irnak és merre lépnek a fejei. Vissza-
felé indulva, minden paratlan mezén all6 1-esnél at tudja irni megfelelen az elGtte
levé mezét, és el tudja mozditani az 1-est sziikség esetén 2k hellyel balra vagy jobbra.
(Persze jobbra mozgataskor atlépheti S néhany fejét, igy ezekhez vissza kell mennie.
Ha kozben tulszaladna a kezdd vagy zar6 0-n, akkor azt is mozgassuk kijjebb.)

Ha az S gép szamitasanak szimulacidja befejez6dott, akkor az eredményt ,tomo-
riteni” kell, csak a k. szalag tartalmat kell megtartanunk: a (2ki+ 2k — 2)-edik mezd
tartalmét at kell méasolni az i-edik mezére. Ez a kezd§ ,széthiizashoz” hasonléan tehetd
meg (itt is hasznaljuk a szalag-végeket jelz6 0-kat).

Nyilvanvalo, hogy az igy leirt T gép ugyanazt fogja kiszdmitani, mint S. A 1épésszam
hérom részbdl tevédik Ossze: a ,széthiazas”, a szimulalas, és a tomorités idejébdl. Legyen
M a T gépen azon mezdk szama, melyekre a gép valaha is 1ép; nyilvanvalo, hogy M =
=O(N), és feltettiik, hogy M >n. A ,széthizas™-hoz és a ,tomorités™hez O(M?) id6 kell.
Az S gép egy lépésének szimuldlasdhoz O(M) 1épés kell, igy a szimulaciohoz O(M N)
lépés. Ez dsszesen is csak O(N?) 1épés. O

1.2.8. Feladat*. Mutassuk meg, hogy ha az[1.2.2. tételben egyszalagos helyett kétsza-
lagos Turing-gépet engediink meg, akkor a lépésszdm kevesebbet novekszik: minden k-
szalagos Turing-gépet olymaodon helyettesithetiink kétszalagossal, hogy ha eqy bemeneten
a k-szalagos lépésszama N, akkor a kétszalagosé legfeljebb O(N log N).

Az imént lattuk, hogy a k-szalagos Turing-gép 1-szalagos Turing-géppel vald szi-
mulacidja nem teljesen kielégits, mivel a lépések szama négyzetesen né. Ez nem csak a
fenti speciélis konstrukcié gyengesége, ugyanis vannak olyan szamitési feladatok, me-
lyek 2-szalagos Turing-gépen N lépéssel megoldhatoak, mig egy tetszéleges 1-szalagos
Turing-gépnek Q(N?) lépésre van sziiksége a megoldasukhoz. Az aldbbiakban egy ilyen,
mar ismert probléméat mutatunk be, a palindromak felismerését (lasd feladat).

1.2.3. Tétel. Alljon az £ nyelv a ,palindromdkbol” :
L=Azy...0p: x1...2, EXf, T1T2 ... Ty = TyTp_1...T1}.

a) Van olyan kétszalagos Turing-gép, mely eqy n hosszi szorél O(n) lépésben eldonti,
hogy L-ben van-e.

b) Bdrmely egyszalagos Turing-gépnek Q(n?) lépésre van sziiksége ahhoz, hogy ugyan-
ezt eldontse.

Bizonyitas: Az a) rész egyszerti: példaul masoljuk le a bemenetet a masodik szalagra
n+1 1épésben, ez utdn mozgassuk az elsé szalag fejét az elejére Gjabb n+1 lépésben
(kézben hagyjuk a masik fejet a sz6 végén), végiil az els6 szalag fejének jobbra, a
mésodik szalag fejének balra lépkedésével hasonlitsuk 0ssze x1-et x,-nel, xo-t x,,_1-gyel
stb. ijabb n+1 lépésben. Ez Osszesen 3n+ 3 1épés.

A b) rész bizonyitéasa joval bonyolultabb. Vegyiink egy tetszéleges 1-szalagos Turing-
gépet, ami felismeri a palindromakat. Az egyértelmiiség kedvéért mondjuk azt, hogy
a futdsa végén ,17-et ir a szalag start mezGjére, ha a bemenet palindroma, és ,0”-t ha
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nem. Megmutatjuk, hogy minden n-re, egy n hosszti bemeneten a gépnek Q(n?) lépést
kell megtennie.

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy n oszthato 3-mal (az altalanos eset bi-
zonyitasa is hasonlo). Legyen k :=n/3. Csak azokkal a bemenetekkel foglalkozunk,
amelyek kozéps6 harmada csupa 0-bol all, azaz az x;...x40...0x9%41...x,, alaktakkal.
(Ha mér ezek kozott talalunk olyan szot, melyre a gépiinknek Q(n?) 1épést kell tennie,
készen vagyunk.)

Rogzitsiink egy tetszbleges j egész szamot, melyre k£ < j < 2k. Nevezziik a szalag
j-edik mezeje és (j+1)-edik mezeje kozti elvalaszto vonalat a j utani vagdsnak. Tegyiik
fel, hogy ezen il egy kis mano, aki rogziti a gép kozponti egységének allapotat, amikor az
olvaso fej athalad rajta. A szamitéas végén I'-beli allapotok egy g1 ¢9»...g; sorozatat kapjuk
(ennek ¢ hossza valtozhat a bemenet fiiggvényében), amit a bemenet j-napldjanak
hivunk. A bizonyitas kulcsa az aldbbi megfigyelés:

1.2.4. Lemma. Legyen v = x1...x0...0xk...x1 €5 y = y1...Yx0...0yx...y1 két kulonbozo
palindroma és k < 7 <2k. Ekkor x és y j-naploi kilonbozdek.

A lemma bizonyitasa: Tegyiik fel indirekten, hogy x és y j-napléi megegyeznek,
mondjuk mindkettd g1 gs...g;. Tekintsiik a z=z1...240...0yx...y1 bemenetet. Vegyiik észre,
hogy itt minden z; a vagéstol balra, minden y; a vagastol jobbra esik. Megmutatjuk,
hogy ha a gép helyesen ismerte fel, hogy = és y palindréma, akkor z-rél is ezt fogja
allitani, ami ellentmondas.

Mi torténik, ha a gépet a z bemenettel inditjuk el? Egy darabig a fej a vagastol
balra mozog, igy pontosan ugy szdmol, mint az x bemeneten. Amikor a fej elGszor 1ép
a (j+1)-edik mezdre, akkor a g; allapotban lesz x j-napldja szerint. Ezt kdvetGen a fej
egy ideig a vagastol jobbra mozog. Ez a része a szamitasnak megegyezik az y bemene-
ten végzett azonos szamitasrésszel, hiszen ugyanabbol az allapotbol indul y j-naploja
szerint, és ugyanazon karaktereket olvassa, mig a fej Gjra a j-edik mezdre nem 1ép. Ha-
sonloan kévethets a z bemeneten végzett szamitas tovabbi része is, igy lathato, hogy
az m-edik szamitasrész a vagastol balra megegyezik az x bemeneten végzett azonos
szamitasrésszel, illetve az m-edik szamitasrész a vagastol jobbra megegyezik az y be-
meneten végzett azonos szamitasrésszel. Mivel az x bemenettel végzett szamitas az ,,1”
karakternek a start mezére irasaval végzddik, a z bemenettel végzett szamités is igy ér
véget. Ez ellentmondés, hiszen z nem palindréoma. Il

Most térjiink vissza a tétel bizonyitasdhoz. Adott m-re az m-nél révidebb kiilonbozs
j-naplok maximalis szama

2 me1_ T[" =1 m—1
1+|0|+ T+ 0™ = —=—— <21
ITj-1

Ez igaz tetszbleges j-re, igy azon palidrémék szdma, melyek minden j-napléja ro-

videbb m-nél valamely j-re legfeljebb
2(k+1)-|T™ 1.

Osszesen az itt vizsgalt palindromakbol legalabb 2 darab van (feltettiik, hogy |3o| >
> 2), igy azon palindromék szama, melyeknek j-naploja legalabb m hosszu, legalabb

2F —2(k+1)- )™ (1.1)
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Igy ha m-et gy valasztjuk, hogy ez a szam pozitiv legyen, akkor lesz olyan palindréma,
melyre minden £ < j <2k esetén a j-naplo legalabb m hossza. Ekkor a mandk 6sszesen
(k+1)m lépést figyelnek meg, tehat a szamitas legalabb (k+1)m lépésbal all.
Konnyen lathato, hogy m=[n/(6log |I'|)] esetén (L)) pozitiv (ha n=3k elég nagy),
és igy van olyan input, melyre a gép (k+1)m > n?/(18log |I'|) lépést tesz. O
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1.3. A RAM-gép

A RAM-gép (RAM = Random Access Memory = Kozvetlen Elérési Memoria) a
Turing-gépnél bonyolultabb, de a valodi szamitogépekhez kozelebb allo matematikai
modell. Mint a neve is mutatja, a legfébb pont, ahol a Turing-gépnél tobbet ,tud”: me-
moriarekeszeit kozvetleniil lehet elérni (beleirni vagy beléle kiolvasni). Sajnos a RAM-
gépnek ezért az elényos tulajdonsagéaért fizetni kell: ahhoz, hogy kozvetleniil el tudjunk
érni egy memoriarekeszt, azt meg kell cimezni; a cimet valamelyik méasik rekeszben ta-
roljuk. Mivel nem korlatos a memoriarekeszek szama, a cim sem korlatos, és igy a cimet
tartalmazo rekeszben akdrmilyen nagy természetes szamot meg kell engedniink. Ennek
a rekesznek a tartalma maga is valtozhat a program futésa sorén (indirekt cimzés). Ez
a RAM-gép erejét tovabb noveli; viszont azzal, hogy az egy rekeszben tarolhato szamot
nem korlatozzuk, ismét eltavolodunk a létezd szamitogépektsl. Ha nem vigyazunk, a
RAM-gépen a nagy szamokkal végzett miiveletekkel ,visszaélve” olyan algoritmusokat
programozhatunk be, melyek 1étez§ szamitogépeken csak sokkal nehezebben, lassabban
valosithatok meg.

A RAM-gépben van egy programtar és egy memoria. A memoria végtelen sok me-
moriarekeszbdl all, melyek az egész szamokkal vannak cimezve. Az ¢ memoriarekesz egy
x[i] egész szamot tartalmaz, ezek koziil mindig csak véges sok nem 0. A programtar
ugyancsak végtelen sok, 0,1,2,...-vel cimzett rekeszbdl, sorbdl all; ebbe olyan (véges
hossziisagu) programot irhatunk, mely valamely gépi kod-szert programnyelven van
irva. Példaul elegendé a kovetkezs utasitdsokat megengedni:

=05 efi] =i +1;  xfi] =] -1
i =zl +ajl; 2] =l —al]; xleld] =] ol =z
IF z[i] <0 THEN GOTO p.

Itt i és j valamely memoriarekesz sorszama (tehét tetszéleges egész szam), p pe-
dig valamelyik programsor sorszama (tehat tetszéleges természetes szam). Az utolso
el6tti két utasitas biztositja kozvetett cimzés lehet&ségét. Elméleti szempontbol nincs
azonban kiilénosebb jelentGsége, hogy mik ezek az utasitédsok; csak annyi lényeges,
hogy mindegyikiik konnyen megvalosithaté miveletet fejezzen ki, és eléggé kifejezGek
legyenek ahhoz, hogy a kivant szamitasokat el tudjuk végezni; mésrészt véges legyen
a szamuk. Példaul 7 és j értékére elég volna csak a —1, —2, —3 értékeket megengedni.
Masrészrél bevehetnénk a szorzast stb.

A RAM-gép bemenete egy természetes szamokbol allo véges sorozat, melynek a
hosszat az x[0] memoriarekeszbe, elemeit pedig rendre az x[1], z[2],... memoriareke-
szekbe irjuk be. Ha az inputban nem engedjiik meg a 0 értéket, akkor a hosszra az x[0]
rekeszben nincs sziikségiink, mert konnyen kiszédmolhatjuk magunk is. A RAM-gép a
fenti utasitasokbol allo tetszéleges véges programot értelemszertien végrehajt; akkor
all meg, ha olyan programsorhoz ér, melyben nincsen utasitas. A kimeneten az x|i]
rekeszek tartalméat értjiik.

A RAM-gép lépésszama nem a legjobb mértéke annak, hogy ,mennyi ideig dolgo-
zik”. Amiatt ugyanis, hogy egy lépésben akarmilyen nagy természetes szamokon végez-
hetiink mtiveletet, olyan triikkdket lehet csindlni, amik a gyakorlati szamitasoktol igen
messze vannak. Pl. két igen hosszil természetes szam Osszeadésaval vektormiiveleteket
szimulalhatnank. Ezért szokasosabb a RAM-gépek 1épésszama helyett a futdsi idejiikrdl
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beszélni. Ezt gy definialjuk, hogy egy lépés idejét nem egységnyinek vessziik, hanem
annyinak, mint a benne felléps természetes szamok (rekeszcimek és tartalmak) kettes
szamrendszerbeli jegyeinek szama. (Mivel ez lényegében a kettes alapu logaritmusuk,
szokas ezt a modellt logaritmikus kéltségi RAM-gépnek is nevezni.) Meg kell jegyez-
nink, hogy ha a RAM-gép utasitéaskészletét kibovitjiik, pl. a szorzassal, akkor ezen
fajta lépések idejét tigy kell definialni, hogy hosszi szamokra a lépés pl. Turing-gépen
ennyi id§ alatt tényleg szimulalhato legyen.

Szokés két paraméterrel is jellemezni a futasi id6t, hogy ,a gép legfeljebb n 1épést
végez legfeljebb k jegyt (a kettes szamrendszerben) szamokon”; ez tehat O(nk) futasi
idét ad.

1.3.1. Feladat. Irjunk olyan programot a RAM-gépre, mely
a) eldre adott k pozitiv egész szamra az tires bemeneten elddllitja a k kimenetet;
b) a k bemenet esetén meghatdrozza azt a legnagyobb m szamot, melyre 2™ < k ;

c) ak bemenet esetén kiszdmitja k kettes szamrendszerbeli alakjdt (a k szdm i. bitjét
irja az xi] rekeszbe);

d) ha a bemenet k és { pozitiv egész szamok (az x[1] és x[2] rekeszben), kiszamitja a
szorzatukat.

Ha k és U szamjegyeinek szdma n, akkor a program O(n) lépést tegyen O(n) jegyd
szamokkal.

Most megmutatjuk, hogy a RAM-gép és a Turing-gép lényegében ugyanazt tudjak
kiszamitani, és a futasi idejiik sem kiilonbozik tulsagosan. Tekintsiink egy (egyszertiség
kedvéért) egyszalagos T Turing-gépet, melynek abécéje {0,1,2}, ahol (a korabbiaktol
eltérGen, de itt célszertibben) a 0 legyen az iires-mezd jel.

A Turing-gép minden z; ...z, bemenete (mely egy 1-2 sorozat) kétféleképpen is

tekintheté a RAM-gép egy bemenetének: beirhatjuk az x1,...,z, szdmokat rendre az
x[1],...,x[n] rekeszekbe, vagy megfeleltethetiink az z; ...z, sorozatnak egyetlen ter-

mészetes szamot pl. ugy, hogy a ketteseket O-ra cseréljiik és az elejére egy egyest irunk;
és ezt a szamot irjuk be az z[0] rekeszbe. A Turing-gép kimenetét is hasonloképpen
értelmezhetjiik, mint a RAM-gép kimenetét.

Csak az els§ értelmezéssel foglalkozunk, a mésodik szerinti bemenet az 3] b)
feladat alapjan atalakithatod az els értelmezés szerintivé.

1.3.1. Tétel. Minden {0,1,2} feletti Turing-géphez konstrudlhaté olyan program a
RAM-gépen, mely minden bemenetre ugyanazt a kimenetet szamitja ki, mint a Turing-
gép, és ha a Turing-gép lépésszama N, akkor a RAM-gép O(N) lépést végez O(log N)
Jjeqyi szamokkal.

Bizonyitas: Legyen T'={1,{0,1,2}, T, o, 3,v}. Legyen I'={1,...,r}, ahol 1=START
és r=STOP. A Turing-gép szamolésanak utanzasa soran a RAM-gép 2i-edik rekeszében
ugyanaz a szam (0, 1, vagy 2) fog allni, mint a Turing-gép szalagjanak i-edik mezején.
Az x[1] rekeszben taroljuk, hogy hol van a fej a szalagon (azaz a szalag-pozicio kétsze-
resét, mert az ennyiedik memoriarekeszben taroljuk ezt a tartalmat), a vezérlGegység
allapotat pedig az fogja meghatarozni, hogy hol vagyunk a programban.
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Programunk P; (1<i<r)és @), ; (1<i<r—1, 0<;j<2) részekbdl fog 6sszetevédni. Az
alabbi P; programrész (1 <i <r—1) azt utdnozza, amikor a Turing-gép vezérlGegysége
i allapotban van, és a gép kiolvassa, hogy a szalag x[i]/2-edik mezején milyen szam all.
Ettdl fiiggben fog mas-més részre ugrani a programban:

23] := wf[1]];

IF z[3] <0 THEN GOTO [Q; cimel;
23] == x[3] -

IF z[3] <0 THEN GOTO [Q;1 cimel;
23] == x[3] -

IF z[3] <0 THEN GOTO [Q;2 cime];

A P, programrész alljon egyetlen iires programsorbdl. Az alabbi @); ; programrész
atirja az z[l1]-edik rekeszt a Turing-gép szabalyanak megfelelen, modositja x[1]-et a
fej mozgasanak megfelelGen, és az 4j a allapotnak megfelel6 P, programrészre ugrik:

z[3]:=0;

z[3] ;== z[3]+ 1;

B(1, j)-szer

z[3] ;== x[3]+ 1;
xlz[1]] := x[3];
2[1) == 2]+~ 5);
2[1) == 21 +~(0, 5);

23] == 0;
IF (3] <0 THEN GOTO [P, cime]l;

(Itt az x[1] := z[1]+~(7, j) utasitas ugy értends, hogy az z[1] :=x[1]+1, ill. 2[1] :=
= z[1] — 1 utasitéast vessziik, ha (i, 7) = 1 vagy —1, és elhagyjuk, ha ~(i, j) =0.) Maga
a program igy néz ki:

z[1] := 0;
Py
P,

P,
Q0,0

Qr—1,2

Ezzel a Turing-gép ,utanzasat” lefirtuk. A futasi id6 megbecsléséhez elég azt meg-
jegyezni, hogy N lépésben a Turing-gép legfeljebb egy —N és +N kozotti sorszamu
mezGbe ir barmit is, igy a RAM-gép egyes lépéseiben legfeljebb O(log N) hosszusagu
szamokkal dolgozunk. O]

Megjegyzés. Az[L.3.1] tétel bizonyitasiban nem hasznéltuk fel az y:=y+ 2 utasitast;
erre az utasitasra csak az [[L3.1l feladat megoldasdban van sziikség. S6t ez a feladat is
megoldhato6 volna, ha ejtenénk a 1épésszamra vonatkozo kikotést. Azonban ha a RAM-
gépen tetszoleges egész szamokat megengediink bemenetként, akkor ené¢lkiil az utasitas
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nélkiil exponenciélis futéasi idét, s6t lépésszamot kapnank igen egyszeri problémakra is.
Peéldaul tekintsiik azt a feladatot, hogy az x[1] regiszter a tartalmét hozza kell adni az
x[0] regiszter b tartalmahoz. Ez a RAM-gépen konnyen elvégezheté néhany lépésben;
ennek futési ideje még logaritmikus koltségek esetén is csak kb. log|a| +1log|b|. De ha
kizarjuk az y := y+ 2 utasitast, akkor legalabb min{|a|, |b|} idS kell hozza (ugyanis
minden més utasitds a maximalis tarolt szam abszolut értékét legfeljebb 1-gyel noveli).

Legyen most adott egy program a RAM-gépre. Ennek be- és kimenetét egy-egy
{0,1, —, #}*-beli szonak tekinthetjiik (a szerepld egész szamokat kettes szamrendszer-
ben, ha kell elGjellel felirva; két memoria-rekesz tartalma kozé pedig # jelet rakva).
Ebben az értelemben igaz az alabbi tétel:

1.3.2. Tétel. Minden RAM-gépre irt programhoz van olyan Turing-gép, mely minden
bemenetre ugyanazt a kimenetet szamitja ki, mint a RAM-gép, és ha a RAM-gép futdsi
ideje N, akkor a Turing-gép lépésszama O(N?).

Bizonyitas: A RAM-gép szamolasat négyszalagos Turing-géppel fogjuk szimulélni.
Turing-gépiink elsd szalagjara irhatnank sorban az x[i] memoriarekeszek tartalmat (ket-
tes szamrendszerben, ha negativ, elGjellel ellatva, # jelekkel elvalasztva), minden rekesz
tartalmat sorra feltiintetve (a 0 tartalom mondjuk a ,,+” jelnek felelne meg). Problémét
jelent azonban, hogy a RAM-gép akar a 2V~! sorszami rekeszbe is frhat csak N idét
véve igénybe, a logaritmikus koltség szerint. Természetesen ekkor a kisebb indext re-
keszek tulnyomo tobbségének a tartalma 0 marad az egész szamités folyaman ; ezeknek
a tartalmat nem célszerd a Turing-gép szalagjan tarolni, mert akkor a szalag nagyon
hosszt részét hasznaljuk, és exponencidlis id6t vesz igénybe csak amig a fej ellépeget
oda, ahové irnia kell. Ezért csak azoknak a rekeszeknek a tartalmat taroljuk a Turing-
gép szalagjan, melyekbe ténylegesen ir a RAM-gép. Persze ekkor azt is fel kell tiintetni,
hogy mi a szoéban forgd rekesz sorszama.

Azt tessziik tehat, hogy valahanyszor a RAM-gép egy x[z] rekeszbe egy y szamot
ir, a Turing-gép ezt tgy szimulélja, hogy az elss szalagja végére a ##y+ =z jelsorozatot
irja. (Atirni soha nem ir at ezen a szalagon!) Ha a RAM-gép egy z[z] rekesz tartalmat
olvassa ki, akkor a Turing-gép elsé szalagjan a fej hatulrol indulva megkeresi az elsé
#F#Hu+# 2z alaki sorozatot ; ez az u érték adja meg, hogy mi volt utoljara a z-edik rekeszbe
irva. Ha ilyen sorozatot nem talal, akkor x[z]-t 0-nak tekinti. Kénnyd az elején RAM-
gép bemenetét is ilyen formatumura atirni.

A RAM-gép ,programnyelvének” minden egyes utasitasat konnyt szimulalni egy-
egy alkalmas Turing-géppel, mely csak a méasik harom szalagot hasznélja.

Turing-gépiink olyan ,szupergép” lesz, melyben minden programsornak megfelel egy
rész-Turing-gép, és az ehhez tartozo allapotok egy halmaza. Ez a rész-Turing-gép az
illets utasitast végrehajtja, és a végén a fejeket az els6 szalag végére (utolsd6 nemiires
mezejére), a tobbi szalagnak pedig a 0-adik mezejére viszi vissza. Minden ilyen Turing-
gép STOP allapota azonositva van a kovetkezé sornak megfelel§ Turing-gép START
allapotéaval. (A feltételes ugras esetén, ha z[i] <0 teljesiil, a p sornak megfelel Turing-
gép kezddallapotaba megy at a szupergép”.) A 0-adik programsornak megfelel6 Turing-
gép START-ja lesz a szupergép START-ja is. Ezenkiviil lesz még egy STOP allapot;
ez felel meg minden iires programsornak.

Konnyt belatni, hogy az igy megkonstrualt Turing-gép lépésrdl 1épésre szimulélja
a RAM-gép miikodését. A legtobb programsort a Turing-gép a benne szerepld szamok
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szamjegyeinek szaméaval, vagyis éppen a RAM-gépen erre forditott idejével aranyos 1é-
pésszamban hajtja végre. Kivétel egy z|i] érték kiolvasasa, melyhez esetleg (egy lépésnél
legfeljebb kétszer) végig kell keresni az egész szalagot. Mivel a szalag hossza legfeljebb
2N (anem # jelek szama legfeljebb N), a teljes 1épésszam O(N?). O

1.3.2. Feladat. Legyen p(z)=ag+a,x+- - -+a,x™ egy egész egyiitthatds polinom. Irjunk
olyan programot a RAM-gépre, mely az ay, . . . , a, bemenetre kiszamitja a p*(z) polinom
egylitthatoit. Becsiiljik meg a futdsi idét n és K =max{|ag|,...,|an|} figguényében.

1.3.3. Feladat. A RAM-gépeknél az univerzalitds fogalmdra ldtszdlag nincs sziiksé-
gtiink, mivel maga a gép univerzdilis bizonyos értelemben. Azonban ldassuk be az aldbbi,
,on-szimuldcios” tulajdonsdgot :

Eqy p programra és x bemenetre jelilje R(p,x) a RAM-gép kimenetét. Jelolje (p, x)
azt a bemenetet, amit igy kapunk, hogy a p programot betinként (pl. ASCII kédoldssal)
bemasoljuk az elsé néhdny memdriarekeszbe, majd egy elvdlasztojel (pl. a # karakter
kédja) utdn bemdsoljuk az x eredeti bemenetet. Bizonyitsuk be, hogy van olyan u prog-
ram, hogy minden p programra és x bemenetre R(u, (p,x)) = R(p, ).
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1.4. Boole-fiiggvények és logikai hal6zatok

Boole-fiigguénynek neveziink egy f: {0,1}" — {0,1} leképezést. Szokas az 1 értéket
az JGAZ" a 0 értéket a ,HAMIS” logikai értékkel azonositani, a fiiggvény véltozoit,
melyek ezeket az értékeket vehetik fel, logikai vdltozoknak (vagy Boole-vdltozoknak) ne-
vezni. Igen sok algoritmikus feladat bemenete n logikai valtozo, kimenete pedig egyetlen
bit. Példaul: adott egy N pontu G gréaf, dontsiik el, hogy van-e benne Hamilton kor.
Ekkor a grafot (1;7 ) logikai valtozoval frhatjuk le: a pontokat 1-t61 N-ig megszamoz-
zuk, és x;; (1 <i<j < N) legyen 1, ha i és j Ossze vannak kotve, és 0, ha nem. Az
f(z12, 213, .. ., Tpo1,) fliggvény értéke legyen 1, ha G-ben van Hamilton-kor, és 0, ha
nincs. Problémank ekkor ezen (implicite megadott) Boole-fiiggvény értékének a kisza-
mitasa.

Egyvaltozos Boole-fliggvény csak 4 van: az azonosan 0, az azonosan 1, az identitas
és a tagadds vagy negdcio: x+—T=1—x. A kétvaltozds Boole-fiiggvények koziil itt csak
harmat emlitiink: a konjunkciot vagy logikai ,ES” miiveletét :

Aoy — 1, ha x=y=1,
AV o, egyébként,

(ez tekinthets volna kozonséges vagy modulo 2 szorzasnak is), a diszjunkcict vagy
logikai ,VAGY” miveletét:

|0, ha x=y=0,
VY= { 1,  egyébként,

és a bindris dsszeaddst, melyet , KIZARO VAGY” (angolul réviden XOR) miiveletnek
is hivnak:

r®y=x+y (mod 2).

E miiveleteket szdmos azonossag kapcsolja 6ssze. Mindharom emlitett kétvaltozos mi-
velet asszociativ és kommutativ. Fontos még a disztributivitas, melynek ebben a struk-
taraban tobb valtozata is van:

A (yVz)=(zAy)V(zAz),

zV(yAz)=(zVy) A(zVz),

és
A (y®z)=(xNy)®(xAz2).
Végiil idézziik még fel a de Morgan azonossdgokat:
TAY =TV,
és
VY =TAT.

A konjunkcié, diszjunkci6 és negécioé miiveleteivel felirt kifejezéseket Boole-polinomoknak
nevezziik.
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1.4.1. Lemma. Minden Boole-fiigguény kifejezhetd Boole-polinommal.
Bizonyitas: Legyen (ay,...,a,) € {0,1}". Legyen

Xy, ha a; = 1,
Zi =

T, ha a; = O,

s Eoyoa, (X1, ..., Tn) =21\ .. A2y, Vegylk észre, hogy E,, o, (21,...,2,) =1 akkor és

csak akkor all, ha (z1,...,x,) = (a1,...,a,). Ezért
flzr,. ... x,) = \/ Eo a1, ., 2p). O
flat,...,an)=1

A most megkonstrualt Boole-polinom speciélis alakta. Az egyetlen (negalt vagy nem
negalt) valtozobol allo Boole-polinomot literdlnak nevezzik. Elemi konjunkcionak ne-
veziink egy olyan Boole-polinomot, mely A miivelettel 6sszekapcsolt literdlokbol all.
(Elfajuld esetként minden literalt és az 1 konstanst is elemi konjunkcionak tekintjiik.)
Diszjunktiv normdlformdnak nevezziik az olyan Boole-polinomot, mely V miivelettel
osszekapcesolt elemi konjunkeiokbol all (ezeket a normalforma tényezdinek nevezziik).
Megengedjiik itt az lires diszjunkciot is, amikoris a diszjunktiv norméalformanak nincsen
egyetlen tényezdje sem. Ekkor az altala definialt Boole-fiiggvény azonosan 0. Diszjunk-
tiv k-normdlformdn olyan diszjunktiv normalformét értiink, melyben minden elemi
konjunkcio6 legfeljebb k literalt tartalmaz.

Az A és V miiveletek szerepét felcserélve definidlhatjuk az elemi diszjunkciot és a
kongunktiv normadlformdt.

A fentiek szerint tehat minden Boole-fiiggvény kifejezhets diszjunktiv normalfor-
maval. A diszjunktiv normélformabdl a disztributivitast alkalmazva konjunktiv nor-
maélformét kaphatunk.

Ugyanazt a Boole-fliggvényt &altaldban igen sokféleképpen ki lehet fejezni Boole-
polinomként. Ha egy ilyen kifejezést megtalaltunk, a fiiggvény értékét méar konnyd
kiszamolni. Altalaban azonban egy Boole-fiiggvényt csak igen nagy mérett (hosszab-
ban leirhat6) Boole-polinommal lehet kifejezni, még akkor is, ha gyorsan kiszamolha-
t0. Ennek az az egyik oka, hogy a legjobb Boole-polinom mérete nem mutatja azt a
lehetGséget, hogy egy kiszamolt részeredményt tobbszor is fel lehet hasznalni. Ezért
bevezetiink egy altalanosabb kifejezési modot.

Legyen G egy olyan iranyitott graf, mely nem tartalmaz iranyitott kort (réviden:
aciklikus). A graf forrasait, vagyis azon csucsait, melyekbe nem fut bele él, bemeneti
csucsoknak nevezziik. Minden bemeneti csticshoz hozza van rendelve egy valtoz6 vagy
a negaltja.

A graf nyelGit, vagyis azon csucsait, melyekbsl nem fut ki él, kimeneti csiucsok-
nak is hivjuk. (A tovabbiakban leggyakrabban olyan logikai halozatokkal lesz dolgunk,
melyeknek egyetlen kimeneti csicsuk van.)

A graf minden olyan v csticsdhoz, mely nem forras, tehat melynek befoka valamely
d=d, (v)>0, adjunk meg egy ,kaput”, vagyis egy F,: {0,1}¢—{0,1} Boole-fiiggvényt. A
fiiggvény valtozoi feleljenek meg a v-be befuté éleknek. Az ilyen fiiggvényekkel ellatott
irdnyitott grafot logikai hdlozatnak nevezzik.

A halozat mérete a kapuk szama, a mélysége pedig egy bemeneti csiicstol egy kime-
neti csicsig vezetd it maximalis hossza.
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Minden H logikai hélézatot felhasznalhatunk egy Boole-fiiggvény kiszamitaséra.
Pontosabban, minden logikai hal6zat meghatéaroz egy Boole-fiiggvényt a kévetkez&kép-
pen. Adjuk minden bemeneti pontnak a hozzarendelt literal értékét, ez lesz a szamitas
bemenete. Ebbsl minden mas v csicshoz ki tudunk szamitani egy-egy x(v) € {0,1}
értéket, éspedig ugy, hogy ha egy v csticsra a bele befuto élek uq, ..., uy (d=dy(v))
kezd6pontjainak mar ismert az értéke, akkor a v-be keriiljon az F,(z(uy),...,z(uq))
érték. A nyel6khoz rendelt értékek adjék a szamitas kimenetét. Az igy definidlt Boole-
fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy az adott H halozat szamolja ki.

1.4.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a fenti modon a logikai hdlozat minden bemenet-
hez egyértelmiten szamit ki eqy kimenetet.

Természetesen minden Boole-fiiggvényt ki tudunk szamitani egy olyan trivialis (1
mélységii) logikai halozattal, melyben egyetlen kapu szamitja ki a kimenetet kozvetleniil
a bemenetbdl. Akkor lesz hasznos ez a fogalom szdmunkra, ha olyan logikai halézatokat
tekintiink, melyekben a kapuk maguk csak egyszerd mitiveletek kiszamitasara alkalma-
sak (ES, VAGY, kizar6 VAGY, implikécio, tagadas stb.). Leggyakrabban minden kapu
a bemend értékek konjunkciojat vagy diszjunkcidjat szamitja ki; az ilyen logikai hé-
lozatot Boole-halézatnak nevezziik. Masik természetes megszorités az, hogy minden
kapu befoka legfeljebb ketts. (Néha azt is célszerti feltenni, hogy a kapunk kifoka is kor-
latos, vagyis egy cstics az altala kiszamitott bitet nem tudja ,ingyen” akadrhény helyre
szétosztani. )

Megjegyzés. A logikai héalozatok (specidlisan a Boole-halézatok) két dolgot is mo-
delleznek. Egyrészt kombinatorikus lefrasat nyuajtjak bizonyos egyszert (visszacsatolas
nélkiili) elektronikus halozatoknak. Masrészt — és a mi szempontunkbdl ez a fonto-
sabb — az algoritmusok logikai strukturajat irjak le. Erre vonatkozdan egy altalanos
tételt is bizonyitunk (LZ42 tétel), de igen sokszor egy algoritmus attekintésére is jol
hasznalhato a logikai halozat.

Egy logikai halozat csucsai felelnek meg egyes miiveleteknek. Ezek végrehajtasi
sorrendje csak annyiban kotott, amennyire ezt az irdnyitott graf meghatarozza: egy
él végpontjaban szereplé miiveletet nem végezhetjiik el el6bb, mint a kezdépontjaban
szerepl6t. Igy jol rjak le algoritmusok parhuzamosithatosagat: pl. ha egy fiiggvényt h
mélységi, n csiucsi Boole-halozattal tudunk kiszamitani, akkor egy processzorral O(n)
id6ben, de sok (legfeljebb n) processzorral O(h) idében is ki tudjuk szamitani (feltéve,
hogy a processzorok Osszekapcsolasat, kommunikaciojat jol oldjuk meg; parhuzamos
algoritmusokkal a [I0l fejezetben fogunk foglalkozni).

Tovabbi elénye ennek a modellnek, hogy egyszertisége révén erds alsd korlatokat
lehet benne adni, tehat konkrét fiiggvényekre bizonyitani, hogy nem szamithatok ki kis
halozattal; ilyenekkel a [I3l fejezetben foglalkozunk.

1.4.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden N méretd Boole-hdlozathoz van olyan
legfeljebb N*? méretii, 2 befoki Boole-hdldézat, mely ugyanazt a Boole-fligguényt szdmolja
ki.

1.4.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden N méreti, legfeljebb 2 befoku logikai
hdlézathoz van olyan O(N) méretd, legfeljebb 2 befoki Boole-hdldzat, mely ugyanazt a
Boole-fiigguényt szamolja ki.
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1.4.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a Boole-hdlozat definiciojaban megengednénk
a negdcio miveletet végzd eqy befoki kaput is, akkor lényegében ugyanazt a modellt
kapndnk, hiszen minden N méretd, legfeljebb 2 befoki, negdciot is haszndld Boole-
halozat dtalakithato olyannd, mely egyvdltozos kapukat nem haszndl, ugyanazt szimolja
ki, mélysége ugyanannyi €s mérete legfeljebb kétszeres.

Legyen f: {0,1}" — {0,1} tetszSleges Boole-fliggvény, és legyen
f(!L‘l,...,CL’n) :El\/...\/EN

egy elGallitasa diszjunktiv normélformaként. Ennek az elGéllitasnak megfelel egy
2 mélységii Boole-halozat a kovetkezd modon: bemeneti pontjai feleljenek meg az
x1,...,x, valtozoknak és az 71, ..., T, negalt valtozoknak. Minden F; elemi konjunkci-
onak feleljen meg egy cstcs, melybe az E;-ben fellépd literdloknak megfelel6 bemeneti
pontokbol vezet él, és amely ezek konjunkcidjat szamitja ki. Végiil ezekbdl a csticsokbol
él vezet a kimeneti pontba, mely ezek diszjunkciojat szamitja ki.

1.4.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy a Boole-polinomok kélcsondsen egyértelmiien meg-
felelnek azoknak a Boole-hdlozatoknak, melyek fdk.

Minden Boole-halézatot tekinthetiink tgy, mint egy Boole-fiiggvény kiszamitasa-
ra szolgalo algoritmust. Azonnal lathatd azonban, hogy a logikai halézatok kevesebbet
yJudnak” mint pl. a Turing-gépek: egy Boole-halozat csak adott hosszisagt bemenettel
(és kimenettel) tud foglalkozni. Az is vilagos, hogy (mivel a graf aciklikus) az elvégez-
het6 1épések szama is korlatozott. Azonban ha a bemenet hosszat és a 1épések szamat
rogzitjiik, akkor alkalmas Boole-hélozattal mar minden olyan Turing-gép mtikodését
utanozni tudjuk, mely egyetlen bitet szamit ki. Ugy is fogalmazhatunk, hogy min-
den olyan Boole-fliggvényt, melyet Turing-géppel bizonyos szamu 1épésben ki tudunk
szamitani, egy alkalmas nem til nagy Boole-halozattal is ki lehet szamolni:

1.4.2. Tétel. Minden ¥={0,1,x} feletti T Turing-géphez és minden N >n szdmpdrhoz
van olyan n bemenettd, O(N?) méretd, O(N) mélységi, legfeljebb 2 befoki Boole-hdldzat,
mely egy (zo,...,xn—1) € {0,1}" bemenetre akkor és csak akkor szamol ki 1-et, ha az

Xo...Ty_1 bemenetre a T Turing-gép N lépése utdn az utolso szalag 0-adik mezején 1
all.

(A Boole-halozat méretére, ill. mélységére tett megszoritasok nélkiil az allitas trivialis
volna, hiszen minden Boole-fiiggvény kifejezhets Boole-halozattal.)

Bizonyitas: Legyen adva egy T'= (k, 3, ', a, 3,v) Turing-gép és n, N > 1. Az egysze-
riiség kedvéért tegyiik fel, hogy k£ =1. Szerkessziink meg egy irdnyitott grafot, melynek
csicsal a v[t, g,p|] és w(t, p, h] pontok, ahol 0 <t < N, geTl, he X és —N <p<N.
Minden v[t+1, g, p|, ill. w[t+1, p, h] pontba vezessen él a v[t, g, p+e| és w[t,p+e, ]
(¢ €T, W ex, e€{—1,0,1}) pontokbol. Vegyiink fel n bemeneti pontot: so, ..., S, 1-
et, és huzzunk s;-bdl élt a w(0,4, k| (h € X) pontokhoz. Az s; bemeneti pontra az ;41
valtozot irjuk. A kimeneti pont legyen w[N,0,1]. (Ezutén, amig van masik nyeld, azt
torolhetjiik. )

A graf csticsaiban a Boole-halozat kiértékelése soran kiszamitando logikai értékek
(melyeket egyszertiség kedvéért ugyanigy jeloliink, mint a megfelel§ csicsot) a T' gép
egy szamolésat az 1, xa, . . ., T, bemeneten irjak le a kovetkezSképpen: a vlt, g, p] cstcs
értéke igaz, ha a t-edik 1épés utan a vezérlGegység a g allapotban van és a fej a szalag
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p-edik mezején tartozkodik. A wlt, p, h| cstcs értéke igaz, ha a t-edik 1épés utan a szalag
p-edik mezején a h jel all.

E logikai értékek koziil bizonyosak adottak. A gép kezdetben a START é&llapotban
van, és a fej a 0 mez6rdl indul:

| 1, hag=START és p—0,
o097 = { 0, egyébkent,
tovabba a bemenet a szalag 0, ..., (n—1)-edik mezejére van irva:

1, ha (p<0vagy p>n), és h=x,
w[O,p,h]: vagy ha 0 <p<n-1 éSh:xp7
0, egyébként.

A Turing-gép szabalyai megmondjak, hogy hogyan kell a tébbi cstcsnak megfelelé
logikai értéket kiszamitani:

vt+ 1,90 = \/ (v[t, g p=g', W) Awlt,p—~(g' h'), h’])
g'er
h'ex
a(g’,n)=g

wlt+1,p,h] = <w[t,p, hA N\ v[t,g’,pD \/< \/  (vlt, g plAwlt,p, h/]))
g'el g’er
hexn
Bg’ W)=h

Lathato, hogy ezek a rekurzidk olyan logikai fiiggvényeknek tekintheték, melyekkel
ellatva a G graf olyan logikai halozat lesz, mely a kivant fliggvényt szamolja ki. A
halézat mérete O(N?), mélysége O(N). Mivel minden pont befoka legfeljebb 3|3|-|T'| =
= 0(1), a halozatot atalakithatjuk hasonld méretii és mélységii Boole-halozatta. O

Megjegyzés. Erdekes modon a masik irany, amikor Boole-halézatot akarunk szimu-
lalni Turing-géppel, nem megy ilyen egyszertien. Tegyiik fel, hogy minden n-re adott
egy n bemenetd O(n®) méretd Boole-halozat. Szeretnénk, hogy ekkor van egy olyan
Turing-gép, amely minden z bemenetre ugyanazt szamolja ki, mint az || bemeneti
Boole-halozat, legfeljebb O(|x|¢) 1épésben. Ez igy nem igaz, mivel a kiilénb6z6 n-ekre
a Boole-halozatok nagyon kiilonbozek lehetnek. Az allitas csak akkor igaz, ha van egy
olyan masik Turing-gép, amely az n bemenetre O(n°) id6ben elé tudja allitani a fenti
n bemenetid Boole-halozat egy leirasat.



2. fejezet

Algoritmikus eldonthet6ség

A XX. szézad 30-as éveiig az volt a — tobbnyire nem pontosan kimondott — vélemény
a matematikusok korében, hogy minden olyan matematikai kérdést, melyet pontosan
meg tudunk fogalmazni, el is tudunk donteni. Ez igazabol kétféleképpen érthetd. Lehet
egyetlen igen-nem-kérdésrdl szo, és ekkor az eldontés azt jelenti, hogy a halmazelmélet
(vagy mas elmélet) axiomaibol vagy az allitast, vagy az ellenkezgjét be tudjuk bizonyi-
tani. 1931-ben publikalta Godel azt a hires eredményét, mely szerint ez nem igy van,
s6t az is kideriilt, hogy akarhogyan is bévitenénk a halmazelmélet axidomarendszerét
(bizonyos ésszerii kikotéseknek megfelelgen, pl. hogy ne lehessen ellentmondast leve-
zetni, és egy adott allitasrol el lehessen donteni, hogy az axiéma-e), mindig maradna
megoldatlan probléma.

Az eldonthetGség kérdésének egy masik forméaja az, amikor egy probléma-seregrol
van sz6, és olyan algoritmust keresiink, mely ezek mindegyikét eldénti. Church 1936-
ban fogalmazott meg olyan probléma-sereget, melyrél be tudta azt is bizonyitani, hogy
algoritmussal nem donthetd el. Ahhoz, hogy egy ilyen bizonyitasnak értelme legyen,
meg kellett alkotni az algoritmus matematikai fogalmat. Church erre logikai eszkdzoket
alkalmazott. Természetesen elképzelhetd lenne, hogy valaki az algoritmusok eszkoztarat
olyan eszkozokkel bviti, melyek tjabb problémak eldontésére teszik azokat alkalmassa.
Church azonban megfogalmazta az tin. Church-tézist, mely szerint minden ,szamitds’
az dltala megadott rendszerben formalizdlhato.

Ugyanebben az évben Turing megalkotta a Turing-gép fogalméat; azt nevezziik al-
goritmikusan kiszamithatonak, ami Turing-gépen kiszamithato. Lattuk az el6z6 feje-
zetben, hogy nem valtoztatna ezen, ha a Turing-gép helyett a RAM-gépbdl indulnank
ki. Church eredeti modelljérél és igen sok egyéb szamitasi modellrdl is kideriilt, hogy
ebben az értelemben ekvivalens a Turing-géppel. Olyan modellt, amely (legalabbis de-
terminisztikus, véletlent nem hasznélé moédon) tébb mindent tudna kiszdmolni, mint
a Turing-gép, a mai napig senki sem talalt. Mindezek alatamasztjak a Church-tézist.

)
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2.1. Eldonthetd és felsorolhaté nyelvek

Legyen X egy véges abécé, mely tartalmazza a ,;x” szimbo6lumot. Mint mar korabban
megjegyeztiik, Turing-gépek bemeneteként olyan szavakat fogunk megengedni, melyek
ezt a specialis jelet nem tartalmazzak, vagyis melyek a Xg = 3 — {x} dbécébdl allnak.

Egy f:35— X figgvényt kiszamithatonak vagy rekurzivnak neveziink, ha van olyan
T Turing-gép (tetszoleges, k szamu szalaggal), mely barmely x € 3§ bemenettel (vagyis
els6 szalagjara az x szot, a tobbire az iires szot irva), véges id6 utdn megall, és ekkor
az utolso szalagjan az f(x) sz6 talalhato.

Megjegyzés. Az[ll fejezetben lattuk, hogy nem véltozna egy fiiggvény kiszamithato-
saga, ha a definicioban feltennénk, hogy k = 1.

Legyen £ C 3§ egy nyelv. Az £ nyelvet (algoritmikusan) eldinthetdnek (vagy ha-
gyomanyos okokbol rekurzivnak) hivjuk, ha karakterisztikus fiiggvénye:

fla) = 1, hazel,
1 0, hazeX}—L.
kiszamithato. Ha egy T Turing-gép ezt az f fliggvényt szamitja ki, azt mondjuk, hogy

T eldénti az L nyelvet. Nyilvanvalo, hogy minden véges nyelv eldénthetd. Az is vildgos,
hogy ha az £ nyelv eldonthetd, akkor a komplementere: ¥§ — L is az.

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy kontinuum sok nyelv van, mig a Turing-gépek szama
megszamlalhato. Igy kell lennie nem eldonthetd nyelvnek is. Latni fogjuk, hogy vannak
konkrét nyelvek, melyekrsl be lehet bizonyitani, hogy nem eldénthetGek.

Az L nyelvet felsorolhatdnak (hagyoméanyosan rekurzivan felsorolhatonak) nevezziik,
ha vagy £={), vagy van olyan kiszamithat6 g: Xf — X% fliggvény, melynek értékkészlete
L. (Méas szoval, az L-be tartozd szavakat fel lehet sorolni: zq,xs, ... — ismétléseket is
megengedve — ugy, hogy a k +— 1z}, fliggvény kiszamithato.) Mint latni fogjuk, a felso-
rolhaté nyelvek sok szempontbo6l masként viselkednek, mint az eldonthet&ek. Példaul
egy felsorolhatd nyelv komplementere mar nem sziikségképpen felsorolhato.

Felsorolhato nyelveknek egy mésik fontos definialasi lehet&ségét mutatja az alabbi
lemma. Rendezziik Y elemeit gy, hogy a révidebb szavak el6zzék meg a hosszabba-
kat, az egyforma hosszuakat pedig rendezziik lexikografikusan. Konnyt csinalni olyan
Turing-gépet, amely X szavait ebben a sorrendben sorban elgallitja, és olyat is, mely
adott j-hez kiszamitja a j-edik szot.

2.1.1. Lemma. Egy L nyelv akkor és csak akkor felsorolhato, ha van olyan T Turing-
9€p, melynek elsd szalagjdra x-et irva, a gép akkor és csak akkor dll le véges idd maiilva,

ha x € L.

Bizonyitas: Legyen L felsorolhato; feltehetjiik, hogy nem iires. Legyen L a g fiiggvény
értékkészlete. Készitiink egy Turing-gépet, mely egy x bemeneten akkor és csak akkor
all meg véges sok lépésben, ha x € L. A Turing-gép minden adott x bemenethez sorra
veszi az y € ¥ szavakat, kiszamitja g(y)-t, és megéll, ha = = g(y).

Megforditva, tegyiik fel, hogy £ azokbdl a szavakbol all, melyekre egy 1" Turing-
gép véges sok 1épésben megall. Feltehetjiik, hogy £ nem fiires, és rogzitsiink egy a €
€ L szot. Csinaljunk egy Ty Turing-gépet, melynek elsG szalagjara egy i természetes
szamot irva, a kovetkezdSket csinédlja: a T els§ szalagjara (amely Ty-nak, mondjuk, a
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masodik szalagja) az (i—|v/i]?) -edik szot irja, igy minden sz6 végtelen sok kiilonbz 4
bemenetre keriil felirasra, jeloljiik ezt a szot x-szel. Ezutan a T' géppel ezen a bemeneten
1 1épést probal végeztetni. Ha a T' gép ezalatt leall, akkor Ty az utolso szalagjara z-et
ir, és leall. Ha a T" gép ezalatt nem all le, akkor Ty az utolsé szalagjara a régzitett a
sz6t irja, és ledll. A T altal szamitott fliggvény értékkészlete éppen L. [

Konnyt latni, hogy a lemma gy is igaz, ha az ,els§” szot ,Osszesre’-re cseréljiik.

Az eldonthets és felsorolhato nyelvek kapcsolatat a matematikai logikaval a 2.3]
alfejezetben targyaljuk. Most megvizsgaljuk az eldonthets és felsorolhato nyelvek egy-
mashoz val6 viszonyat. Kezdjiik egy egyszerid észrevétellel:

2.1.2. Lemma. Minden eldonthetd nyelv felsorolhato.

Bizonyitas: Legyen L egy eldonthets nyelv. Ha £L=0, akkor £ definici6 szerint felsorol-
hato, igy feltehetjiik, hogy £ nem {ires; legyen a € L. Tekintsiik a kovetkezs fiiggvényt:

(z) = x, haxelL,
9\&) = a, haxd&L.

Nyilvanvalo, hogy ez kiszamithato, és értékkeészlete éppen L. O]
A kovetkezd tétel mutatja a pontos kapcesolatot az eldonthet6 és felsorolhato nyelvek
kozott:

2.1.3. Tétel. Eqy L nyelv akkor és csak akkor eldonthetd, ha mind az L nyelv, mind
a X5 — L nyelv felsorolhato.

Bizonyitas: Ha L eldonthets, akkor a komplementere is az, és igy az el6z6 lemma
szerint mindketts felsorolhato.

Megforditva, tegyiik fel, hogy L is és a komplementere is felsorolhat6. El akarjuk
donteni, hogy egy x sz6 L-ben van-e. Csinaljunk két gépet, az egyik pontosan az L
szavaira, a mésik pontosan a Xf — L szavaira alljon meg véges idében; valamint egy
harmadikat, amelyik azt figyeli, hogy melyik gép all le. Valamelyik véges sok 1épés utéan
biztosan leall, és akkor tudjuk, hogy melyik nyelvben van . O]

Most megmutatjuk, hogy van felsorolhat6, de nem eldéntheté nyelv. Legyen T egy
k-szalagos Turing-gép. Alljon £7 mindazon x € 2} szavakbol, melyekre fennall, hogy
T minden szalagjara z-et irva, a gép véges sok 1épésben megéll.

2.1.4. Tétel. Az L1 nyelv felsorolhato. Ha T eqgy univerzdalis Turing-gép, akkor L
nem eldonthetd.

Roéviden szolva: algoritmikusan nem lehet eldonteni, hogy egy univerzalis Turing-
gép egy adott bemenettel véges idén beliil ledll-e. Ezt a feladatot megdlldsi feladatnak
(halting problem) nevezik.

Bizonyitas: Az elsg allitas a2.1.1l lemméabol kovetkezik. A mésodik allitds bizonyité-
sahoz az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy T-nek két szalagja van. Ha Lr eldont-
hetd volna, akkor 35 — L felsorolhaté volna, és igy megadhato volna olyan (mondjuk
egyszalagos) T Turing-gép, hogy az = bemeneten T akkor és csak akkor all le, ha
x ¢ Lp. A Ty Turing-gép szimulalhaté T-n ugy, hogy mésodik szalagjara egy alkalmas
p ,programot” frunk. Ekkor 7" mindkét szalagjara p-t irva, akkor és csak akkor all le,
ha 77 leallna a p bemeneten (a szimulacié miatt). T} viszont akkor és csak akkor all le,
ha T nem &ll le ezzel a bemenettel (vagyis ha p € Lr). Ellentmondas. [
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E tétel bizonyitasa emlékeztet annak a ténynek az elemi halmazelméletbdl ismert
bizonyitasara, hogy a valoés szamok halmaza nem megszamlalhato. Val6jaban ez a
modszer, az Gn. atlos modszer vagy diagonalizaléds, igen sok logikai, halmazelméleti
és bonyolultsagelméleti bizonyitdsnak az alapja. Ezek koziil tébbet latni is fogunk a
tovabbiakban.

Az el6z6 tételnek szamos valtozata van, melyek hasonld feladatok eldonthetetlen-
ségét mondjak ki. Ahelyett, hogy egy £ nyelv nem eldonthetd, szemléletesebben azt
fogjuk mondani, hogy az L-et definiél6é tulajdonsag algoritmikusan eldonthetetlen.

2.1.5. Tétel. Van olyan egyszalagos Turing-gép, melyre algoritmikusan eldonthetetlen,
hogy eqy x bemenettel véges iddn belil megdll-e.

Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy az univerzalis Turing-gép ilyen, tehat legyen T egy
kétszalagos univerzalis Turing-gép, és konstrudljunk egy egyszalagos Tj gépet az [[.2.2]
tétel bizonyitasahoz hasonlé moédon (k = 2-vel), azzal a kiilonbséggel, hogy indulaskor
az x sz0 i-edik betijét ne csak a (4i)-edik, hanem a (4i— 2)-edik mezére is atmasoljuk.
Ekkor Ty egy x bemeneten szimuldlni fogja 7" miikodését mindkét szalagjan x-szel
indulva. Mivel az utébbirél eldonthetetlen, hogy adott z-re véges idén beliil megéll-e,
To-16l is eldonthetetlen, hogy adott x bemenetre megall-e. Il

E tételnek érdemes megemliteni még néhany kovetkezményét. Egy Turing-gép leird-
sdanak nevezziik a ¥ és I halmazok felsorolasat (ahol, mint eddig, I' elemeit ¥, feletti
szavak kodoljak) és az «, 3,7 fliggvények tablazatat. (Ez lényegében az univerzalis
Turing-gép ,programja’”.)

2.1.6. Kovetkezmény. Algoritmikusan eldonthetelen, hogy egy (leirdsdval adott)
Turing-gép az tires bemeneten véges iddben megdll-e.

Bizonyitas: Minden x széra modosithatjuk tgy az el6z6 tételbeli Ty gépet, hogy
az elGszor az adott = szot irja a szalagra, és utana mér tgy miikodjon, mint Tj. Az
igy kapott T, Turing-gép persze fiigg az x szotol. Ha T,,-r6l el tudnank donteni (leirdsa
alapjan), hogy véges id6ben megall-e, akkor azt is tudnank, hogy T az x bemeneten
megall-e. O]

2.1.7. Kovetkezmény. Algoritmikusan eldonthetetlen, hogy egy (leirdsdval adott) egy-
szalagos T Turing-gépre az L1 nyelv tres-e.

Bizonyitas: Adott S Turing-géphez konstrualjunk meg egy 7" Turing-gépet, mely
a kovetkez6t csinalja: el@szor letordl mindent a szalagrol, utdna pedig atalakul az S
géppé. Nyilvanvalo, hogy S lefrasabol a T lefrasa konnyen megkonstrualhato. Igy ha
S az iires bemeneten véges sok lépésben megéll, akkor 7" minden bemeneten véges sok
lépésben megall, és ezért Lp = 3§ nem iires. Ha S az iires bemeneten végtelen ideig
dolgozik, akkor 7" minden bemeneten végtelen ideig dolgozik, és igy L iires. Igy, ha
el tudnank donteni, hogy Lr iires-e, akkor azt is el tudnank donteni, hogy S az iires
bemeneten megéll-e, ami pedig eldénthetetlen. O]

Nyilvanvalo, hogy az L nyelv {ires volta helyett semmilyen mas P tulajdonsagot
sem tudunk eldonteni, ha P az iires nyelvnek megvan és >§-nak nincs meg, vagy megfor-
ditva. Ennél még ,negativabb” eredmény is igaz. Nyelvek egy tulajdonsagat trividlisnak
neveziink, ha vagy minden L tipust (ahol T tetsz6leges Turing-gép) nyelvnek megvan,
vagy egyiknek sem.
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2.1.8. Tétel (Rice tétele). Bdarmely nemtrividlis nyelv-tulajdonsdgra algoritmikusan
eldonthetetlen, hogy eqy adott L1 nyelv rendelkezik-e ezzel a tulajdonsdggal.

Igy tehat eldonthetetlen a T leirasa alapjan, hogy Lr véges-e, reguléris-e, tartalmaz-
e egy adott szot stb.

Bizonyitas: Feltehetjiik, hogy az iires nyelv nem rendelkezik a P tulajdonsaggal
(kiilonben a tulajdonsag tagadasat tekinthetjiik). Legyen T} olyan Turing-gép, melyre
L, rendelkezik a P tulajdonsaggal. Adott S Turing-géphez készitsiink el egy 1" gépet a
kovetkezSképpen: egy x bemeneten dolgozzon T gy, mint 77, de ezzel parhuzamosan
dolgozzon tgy is, mint S az iires bemeneten. Igy ha S nem all meg az iires bemeneten,
akkor T" semmilyen bemeneten nem all meg, tehat L az iires nyelv. Ha S megéill az
iires bemeneten, akkor 7" pontosan azokon a bemeneteken all meg, mint 7}, és igy
L7, = Lr. Igy ha el tudnank dénteni, hogy L7 rendelkezik-e a P tulajdonsaggal, akkor
azt is el tudnank donteni, hogy S megall-e az iires bemeneten. [
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2.2. Egyéb algoritmikusan eldonthetetlen problémak

Az el6z6 pontban megfogalmazott eldonthetetlen probléma (a megallasi probléma) kissé
mesterkélt, és a bizonyitas azon milik, hogy Turing-gépekrsl akarunk valamit eldénteni
Turing-gépekkel. Azt gondolhatnank, hogy a ,valodi életben” felvet6d§ matematikai
problémék nem lesznek eldonthetetlenek. Ez azonban nem igy van! A matematika
szamos problémajarol deriilt ki, hogy algoritmikusan eldénthetetlen; ezek kozott sok
olyan is van, mely egyaltalan nem logikai jellegii.

El6szor egy geometriai jellegti probléméat emlitiink. Tekintsiink egy , dominokészle-
tet” melyben minden ,,domind” négyzetalaki, és minden oldalara egy természetes szam
van irva. Csak véges sok kiilonboz6 fajta dominénk van, de mindegyikbdl végtelen sok
példany all rendelkezésre. Ki van tiintetve tovabba egy ,kezd6domind”.

2.2.1. Probléma. Ki lehet-e rakni ezekkel az adott négyzetekkel a sikot gy, hogy a kez-
dddomino kell, hogy szerepeljen, és az eqymdshoz illeszkedd oldalakon mindig ugyanaz
a szam legyen ?

(Hogy trivialis megoldasokat elkeriiljiink, kikotjiik, hogy a négyzeteket nem szabad
elforgatni, olyan allasban kell elhelyezni 6ket, ahogyan adva vannak.)

Ko6nnyt olyan készletet megadni, amellyel a sikot ki lehet rakni (pl. egyetlen négyzet,
melynek minden oldala ugyanazt a szamot viseli) és olyat is, mellyel nem lehet (pl.
egyetlen négyzet, melynek minden oldala kiilonb6z6 szamot visel). Az a meglepd tény
igaz azonban, hogy a dominé probléma algoritmikusan eldonthetetlen!

A pontos megfogalmazashoz irjunk le minden domindkészletet egy-egy ¥o={0,1, +}
feletti szoval, pl. ugy, hogy az egyes dominok oldalaira irt szamokat kettes szamrend-
szerben ,,+7 jellel elvalasztva leirjuk, a felsé oldalon kezdve, az éramutatod jarasanak
megfelel6 sorrendben, majd a kapott szamnégyeseket Osszeftizziik, a kezd6dominéval
kezdve. (A kodolds részletei nem lényegesek.) Jelolje Lok (1l LNEMRAK) azon
készletek kodjainak halmazat, melyekkel a sik kirakhato (ill. nem rakhato ki).

2.2.1. Teétel. Az Ly rp Ak nyelv nem eldonthetd.

Elfogadva egyelére bizonyitas nélkil ezt az allitast, a 2.1.3l tétel szerint vagy a
kirakhato készletek, vagy a nem kirakhato készletek olyan nyelvet kell, hogy alkossa-
nak, mely nem felsorolhat6. Vajon melyik? Els6 pillanatra azt gondolhatnank, hogy
LKIRAK felsorolhato: az, hogy egy készlettel a sik kirakhato, bebizonyithato tgy,
hogy megadjuk a kirakast. Ez azonban nem véges bizonyitas, és valojaban éppen az
ellenkezGje igaz:

2.2.2. Teétel. Az L npprrak nyelv felsorolhato.

A 2211 tétellel egybevetve latjuk, hogy Lyipa nem lehet felsorolhatd sem.
A 222 tétel bizonyitdsaban fontos szerepet fog jatszani az alabbi lemma.

2.2.3. Lemma. FEgy készlettel akkor és csak akkor rakhato ki a sik, ha minden n-re a
(2n+1) x (2n+1)-es négyzet kirakhatd gy, hogy kozepén a kezdddomind van.

Bizonyitas: Az éllitas ,csak akkor” fele trivialis. Az ,akkor” felének bizonyitédsahoz
tekintsiik négyzeteknek egy Np, Ns,... sorozatat, melyek mindegyike paratlan oldal-
hosszisagu, oldalhosszuk végtelenhez tart, és melyek kirakhatok a készlettel. A Kénig-
lemma bizonyitasat lemésolva meg fogjuk konstrualni az egész sik egy kirakasat. Az
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altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy minden egyes négyzet kozéppontja
az origo.

Tekintsilik elGszor az origd kozéppontid 3 x 3-as négyzetet. Ez minden egyes N;-
ben valahogyan ki van rakva a készlettel. Mivel csak véges sokféleképpen rakhaté ki,
lesz végtelen sok olyan NV;, melyben ugyantgy van kirakva. Az N; sorozat alkalmas
ritkitasaval feltehetjiik, hogy ez a négyzet minden N;-ben ugyaniigy van kirakva. Ezt
a kilenc dominét mar rogzithetjiik is.

Tovabbmenve, tegyiik fel, hogy a sorozatot kiritkitottuk tgy, hogy minden egyes
megmaradd N; az origd kozéppontu (2k+ 1) x (2k + 1)-es négyzetet ugyanugy rakja
ki, és ezt a (2k+1)? dominot rogzitettiik. Ekkor a megmaradé N; négyzetekben az
origd kozéppontu (2k+3) x (2k + 3)-as négyzet csak véges sokféleképpen van kirakva,
igy ezek valamelyike végtelen sokszor fordul el6. Ha csak ezeket az N; négyzeteket
Srizziik meg, akkor minden megmarado négyzet az origd kozépponti (2k+3) x (2k+3)-
as négyzetet ugyanigy rakja ki, és ez a kirakas a mar rogzitett dominokat tartalmazza.
Igy rogzithetjiik a nagyobb négyzet peremén a dominokat.

A sik barmely egész csticsu egységnégyzetét fedé dominé el6bb-utdbb rogzitve lesz,
vagyis az egész sik egy lefedését kapjuk. Mivel a fedésre kirott feltétel ,lokalis”, azaz
csak két szomszédos dominodra vonatkozik, ezek csatlakozasa szabalyszert lesz a végsé
fedésben is. O

A 2.2.2] tétel bizonyitasa: Konstrualjunk egy Turing-gépet, mely a kovetkezdt csi-
nalja. Adott = € 3§ szorol elészor is eldonti, hogy az egy dominokészlet kodja-e (ez
konnyt); ha nem, akkor végtelen ciklusba megy. Ha igen, akkor ezzel a készlettel
megprobalja rendre az 1 x 1-es, 3 x 3-as stb. négyzeteket kirakni (a kezd6dominoval
a kozepén). Minden egyes konkrét négyzetre véges sok lépésben eldonthetd, hogy az
kirakhato-e. Ha a gép olyan négyzetet talal, mely nem rakhato ki az adott készlettel,
akkor megall.

Nyilvédnvalo, hogy ha x € LNEMRAK, Vagyis * nem kodol készletet, vagy olyan
készletet kodol, mellyel a stk kirakhato, akkor ez a Turing-gép nem all meg. Masrészt
ha z € LNEMRAK, Vagyis z olyan készletet kodol, mellyel a stk nem rakhato ki,
akkor a 223 lemma szerint elég nagy k-ra mar a (2k+ 1) x (2k+ 1)-es négyzet sem
rakhato ki, és ezért a Turing-gép véges sok 1épés utan megall. Igy a2 111 lemma szerint
LNEMRAK felsorolhato. O

A [2.2.7] tétel bizonyitasa: Legyen T = (k, X, T, a, 3,7), tetsz6leges Turing-gép;
konstrualunk hozza (a leirasabol kiindulva) olyan K készletet, mellyel a sik akkor és
csak akkor rakhato ki, ha T az iires bemeneten nem all meg. A kovetkezmény
miatt azonban az utobbi algoritmikusan eldénthetetlen, igy az is, hogy a megkonstrualt
készlettel kirakhato-e a sik.

A K készletet ugy adjuk meg, hogy a dominok oldalaira nem szamokat, hanem
egyéb jeleket frunk; ezt konnyen helyettesithetjiik szamokkal. Egyszertiség kedvéért
tegytik fel, hogy k=1. Kényelmes lesz azt is feltenni (amit mindig elérhetiink 7" trivialis
modositasaval), hogy a T' gép csak az els6 1épés elstt van a START allapotban.

Osszuk fel a sikot olyan egységnégyzetekre, melyeknek kozéppontja egész koordiné-
taju pont. Tegytik fel, hogy T az iires bemeneten nem all meg. Ekkor a gép szamolasabol
konstruéljunk egy dominokkal valo kirakéast a kovetkezGképpen: ha a szalag p-edik me-
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* 1 2 1 * g1
gl gl

2 * g2 *

* 1 2 * g2 *
g21] g1
* 1 * g1 * *
* 1 * g1 * *
gil| gl
* *START * * *
* *START * * *
N N|N P|P P|P PP P

* STARTx* * * %

2.1. abra. Egy szamitas elejének megfelels kirakas

zejének tartalma g 1épés utan a h jel, akkor irjuk ra a h jelet annak a négyzetnek a fels
oldalara, melynek kozéppontja a (p,q) pont, és annak a négyzetnek az also oldalara,
melynek a kézéppontja a (p, g+1) pont. Ha a g-adik 1épés utén a fej a p-edik mezén all,
és a vezérlGegység g allapotban van, akkor irjuk a (p, ¢) kozépponta négyzet felss, és a
(p, g+1) kozéppontt négyzet alsé oldalara a g jelet is. Ha a fej a g-adik 1épésben jobbra
[balra] 1ép, mondjuk a (p—1)-edik [(p+1)-edik| négyzetrdl a p-edikre, és a lépés utan a
g allapotban van, akkor irjuk ra a g1 jelet [ill. g0 jelet]| a (p, q) kozéppontu négyzet bal
[jobb] oldalara és a (p—1,q) [ill. (p+1,¢q)] kézépponti négyzet jobb [bal| oldalara. A
legalso sorbeli négyzetek fiiggbleges éleire irjunk egy ,N” jelet, ha az él az origotol balra
van, és egy ,P” jelet, ha az él az origotol jobbra van. Tiikrozziik a kapott cimkézést
az r-tengelyre, megforditva az egy élen levd cimkék sorrendjét is. A 2.1l adbra arra az
egyszerd Turing-gépre mutatja be a konstrukciot, mely az iires szalagon indulva jobbra
lépeget és felvaltva 1-est és 2-est ir a szalagra.

Hatarozzuk meg, hogy az igy kapott kirakasban milyen dominék szerepelnek. A felsé
félsikban alapvetSen négy fajta van. Ha ¢ > 0 és a (¢— 1)-edik 1épés utan a fej a p-edik
helyen all, akkor a (p, ¢) kbzéppontt négyzet aZ2l abran lathatéo dominok valamelyike.
Ha ¢>0 és a g-adik 1épés utan a fej a p-edik helyen &ll, akkor a (p, ¢) kézéppontu négyzet
a[Z3l a)-b) abran lathaté dominok valamelyike. Ha ¢ > 0 és a fej sem a g-adik, sem
a g — l-edik lépés utan nem &ll a p-edik mezén, akkor a (p,q) kozépponti négyzet
egyszeriien a 23l ¢) abran lathato alaka. Végil a kezdGsor négyzeteit a [2.4l abran
lathatjuk. Az also6 félsikban szereplé dominodkat gy kapjuk, hogy a fentieket vizszintes
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h/ h/g/ h/
J'1 g0
hg hg hg
a(g,h)=¢ a(g,h)=¢ a(g,h)=¢
B(g,h)=H B(g,h) =1 B(g,h) =
v(g,h) =1 v(g,h) =0 v(g,h) =—1

2.2. abra. A fej alatti cellanak megfelel6 domino-tipusok

hg hg h
gl g0

h h h

a) b) c)

2.3. abra. Egy cella, a) ahova a fej belép balrol, b), ill. jobbrdl, ¢) amelyet nem érint a
fej

tengelyre tiikrozziik (és ha egy vizszintes oldalon két jel van, akkor megceseréljik Sket).

Marmost a 22024l abrédk a T Turing-gép leirasa alapjan megszerkeszthetdk; igy
egy K véges készletet kapunk, melynek kezd§domindja a 2.4l abra kézépsd domindja.
A fenti gondolatmenet azt mutatja, hogy ha T az iires bemeneten végtelen sok lépésig
miikodik, akkor ezzel a készlettel a sik kirakhato. Megforditva, ha a sik kirakhato a
Kr készlettel, akkor (mondjuk) a (0,0) pontot a kezd6dominé fedi le; ettsl balra, ill.
jobbra csak a 2.4l abran lathat6 masik két domino6 allhat. Innen sorrél sorra haladva
lathatjuk, hogy a lefedés egyértelmi, és a T' gép iires bemenetd szamolasanak felel meg.
Mivel az egész sikot lefedtiik, ez a szamolas végtelen. O]

2.2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy van olyan dominckészlet, mellyel a sik kirakha-
td, de nem rakhatd ki kétszeresen periodikusan (vagyis igy, hogy alkalmas linedrisan
fiiggetlen egész koordindtdji (p,q) és (r,s)vektorokra barmely (x,y) pontot ugyanolyan
domind fed le, mint az (x+p,y+q) és (x+r,y+s) pontot).

2.2.2. Feladat. Igazoljuk, hogy azok a készletek, melyekkel a sik kétszeresen periodi-
kusan kirakhato, felsorolhatoak.

2.2.3. Feladat. Bizonyitsuk be a kovetkezdket:

a) Van olyan F :Z, — Z, figgvény, melyre a kévetkezd igaz: ha egy domindkészlet
kodjdanak hossza n, és a (2F(n)+1) x (2F(n)+1)-es négyzet kirakhatd a készlettel
ugy, hogy kozepén a kezdddomind van, akkor az egész sik kirakhato.

b) Azilyen tulajdonsdgu F figgvény nem lehet kiszamithato.

Megjegyzés. A dominé probléma akkor is eldonthetetlen, ha nem jeloliink ki kezds-
domindét. Azonban a bizonyitas lényegesen nehezebb.
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* *START *
N N N P P P

* STARTx *

2.4. dbra. Cellak a kezd&sorban

Néhéany tovabbi algoritmikusan eldénthetetlen problémét emlitiink, az eldonthetet-
lenség bizonyitasa nélkiil. Hilbert 1900-ban megfogalmazta az akkori matematika 23
altala legizgalmasabbnak tartott probléméjat. Ezek a problémék a szazad matemati-
kajanak fejlédésére igen nagy hatéast gyakoroltak. (Erdekes megjegyezni, hogy Hilbert
gy gondolta: problémaival évszdzadokig nem fog boldogulni a tudomany; mara min-
det lényegében megoldottak.) Ezen probléméak egyike volt a kovetkezs (Hilbert 10.
problémaja):

2.2.2. Probléma (Diophantoszi egyenlet). Adott eqy egész egyiitthatds n wvdltozds
p(z1, ..., x,) polinom, dontsik el, hogy van-e a p =0 egyenletnek egész szamokbdl dllo
megolddsa ?

(Diophantoszinak nevezziik az olyan egyenletet, melynek megoldasat egész szamokban
keressiik.)

Hilbert idejében az algoritmus fogalma még nem volt ugyan tisztazva, de az volt az
elképzelése, hogy lehet talalni olyan, mindenki szaméara elfogadhatd és mindig végre-
hajthato eljarast, mely adott Diophantoszi egyenletrél eldonti, hogy megoldhato-e. Az
algoritmus fogalmanak tisztazasa, és az elsé algoritmikusan eldonthetetlen probléméak
megtalaldsa utan egyre inkabb az valt valoszintivé, hogy a probléma algoritmikusan
eldonthetetlen. Ezt a sejtést Davis, Robinson és Myhill egy szamelméleti feladatra ve-
zették vissza, melyet végiil Matyijaszevics 1970-ben megoldott. Kideriilt tehéat, hogy
a diophantoszi egyenletek megoldhatdsaganak probléméja algoritmikusan eldonthetet-
len.

Megemlitiink egy fontos algebrai problémét is. Legyen adva n szimbolum: aq, ..., a,.
Az altaluk general szabad csoporton az ai,...,an,a;', ..., a;" jelekbél alkotott mind-

azon (véges) szavak halmazat értjiik, melyekben nem fordul el6 kozvetleniil egymés
utan a; és a; ' (semmilyen sorrendben). Két ilyen sz6t gy szorzunk ssze, hogy egy-
mas utan irjuk, és az esetleg egymas mellé keriils a; és a; ' szimbolumokat ismételten
eltoroljiik. Meg kell gondolni, de ez nem nehéz, hogy az igy definialt szorzas asszociativ.
Az lires szot is megengedjiik, ez lesz a csoport egységeleme. Egy szot megforditva és
minden a; jelet kicserélve a; '-re (és viszont), kapjuk a sz6 inverzét. Ebben a nagyon
egyszeru strukturdban eldonthetetlen az alabbi probléma:

2.2.3. Probléma (Csoportok szoprobléméja). Adott az aq,...,a, szimbélumok dltal
generdlt szabad csoportban n+1 szo: aq, ..., a, €s 3. Benne van-e 8 az aq, . .., o, dltal
generdlt részcsoportban ¢

Egy probléma a topologia teriiletérél. Legyenek e; ..., e, az n-dimenzios euklideszi
tér egységvektorai. A 0,eq,...,e, pontok konvex burkit standard szimplexnek nevez-

ziikk. A szimplex lapjai a {0,eq,...,e,} halmaz részhalmazainak konvex burkai. Poli-
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édernek nevezziik a standard szimplex lapjaibol allo tetszéleges Osszefiiggd halmaznak
az egyesitését. Alapvetd topologiai kérdés egy P poliéderrel kapcsolatban a kovetkezd:

2.2.4. Probléma (Poliéderek Gsszehiuzhatosaga). Osszehizhato-e eqy adott poliéder
(folytonosan, mindig énmagdn belil maradva) egy ponttd ?

Ezt pontosan ugy definialjuk, hogy kijeloliink a poliéderben egy p pontot, és gy
akarjuk a poliéder minden pontjat (mondjuk a 0 id6ponttdl az 1 id6pontig) mozgatni
a poliéderen beliil, hogy az végiil a p pontba jusson, és kozben a poliéder ,ne szakadjon
szét”. Jelolje F'(z,t) az x pont helyzetét a t id6pontban (0 <t <1). Ekkor tehat F': P x
x [0,1] — P olyan (két valtozojaban egytitt) folytonos leképezés, melyre F(z,0) =x és
F(z,1) = p minden z-re. Ha ilyen F' létezik, akkor azt mondjuk, hogy P dsszehizhato.
Ez a tulajdonsag azonban eldénthetetlen.

Végiil még egy, a dominoprobléméhoz hasonléan egyszertinek latszo probléma. Szo-
tarnak neveziink véges sok (u;,v;); 1 <i <N part, ahol minden i-re u; € 3§ és v; € X.

2.2.5. Probléma (Post szoproblémaja). A bemenet egy szdtdr. Van-e olyan mondat,
ami mindkét nyelven ugyanazt jelenti (ha a betikizoktdl eltekintink) ? Azaz van-e az
indexeknek olyan iy, s, ..., ix sorozata, hogy Wi Wi, . .. Ui, = ViyViy .. Vif ?

Meglep6 modon ez a tulajdonag is eldonthetetlen.
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2.3. Kiszamithatosag a logikaban

2.3.1. Godel nemteljességi tétele

A matematikusoknak mindig is az volt a meggy&z&désiik, hogy egy tokéletes részletes-
séggel leirt bizonyitas helyességét minden kétséget kizardan le lehet ellenérizni. Mar
Arisztotelész megkisérelte formalizélni a levezetés szabalyait, de a helyes formalizmust
csak a XIX. szazad végén talalta meg Frege és Russell. Ezt Hilbertnek koszonhetGen is-
merték el, mint a matematika alapjat. Ebben a fejezetben réviden ismertetjiik a logikai
eldonthetdség legfontosabb eredményeit.

A matematika mondatokat hasznal, allitasokat bizonyos matematikai objektumok-
rol. A mondatok egy véges abécébdl alkotott ,értelmes” véges bettisorozatok (amiket
eddig szavaknak hivtunk). Fel fogjuk tenni, hogy a mondatok halmaza (amit itt is
nyelvnek hivunk) eldonthetd, hiszen meg kell tudnunk kiilonboztetni a (formalisan)
értelmes mondatokat az értelmetlen karaktersorozatoktol. Ezenkiviil feltessziik, hogy
létezik egy algoritmus, mely minden ¢ mondatbol kiszamit egy ¥ mondatot, amit a ¢
negaltjanak hivunk.

A T mondat egy bizonyitdsa egy P karaktersorozat, ami azt ,mutatja’, hogy T igaz.
Egy T formdlis rendszer vagy mas néven elmélet egy algoritmus, mely egy adott (P, T')
parrél eldonti, hogy P helyes bizonyitasa-e a T-nek. Az olyan T' mondatokat, melyekre
létezik T szerint helyes bizonyitas, a 7 elmélet tételeinek hivjuk.

2.3.1. Példa. Alljon az £, nyelv az ,l(a,b)” és ,I'(a,b)” alakti mondatokboél, ahol a
és b természetes szamok. Az [(a,b) és az '(a,b) mondatok legyenek egymas negélt-
jai. Bemutatunk egy lehetséges 77 elméletet. Hivjuk axidmdknak azon ,l(a,b)” alaka
mondatokat, melyekre b = a+ 1. Egy [(z,y) mondat bizonyitésa egy Si, ..., S, mon-
datsorozat, ahol S,, = [(x,y) és amely teljesiti az alabbi feltételt: ha az S; a sorozat i.
mondata, akkor vagy axioma vagy pedig léteznek 1 < 5, k <1 és a, b, c egészek, melyek-
re S; =,l(a,b)”, Sp=,l(b,c)” és S;=,l(a,c)”. Ebben az elméletben minden olyan I(a,b)
alaku mondat tétel, melyre a < b.

Egy elméletet konzisztensnek hivunk, ha nincs olyan mondat, hogy 6 is és a negaltja
is tétel. Az inkonzisztens (nem konzisztens) elméletek érdektelenek, de néha nem lehet
eldonteni egy elméletrsl, hogy konzisztens-e.

Egy S mondatot a 7 elmélettdl fiiggetlennek hivunk, ha sem S, sem negéltja nem
tétel 7-ben. Egy konzisztens elmélet teljes, ha nincsen téle fiiggetlen mondat.

Példaul a fenti példaban szereplé 77 nem teljes, mert nem bizonyithaté sem [(5,3),
sem I'(5,3). De konnyen teljessé tehetjiik, ha hozzavessziik axiomanak az ' (a, a) és l'(a+
+1,a) alaka mondatokat, és egy {'(a, b) mondat bizonyitasat is a fentiekhez hasonléan
definialjuk.

A nemteljesség egyszertien annyit jelent, hogy az elmélet a vizsgalt rendszernek csak
bizonyos tulajdonsagait hatarozza meg; a tobbi fiigg attol, hogy melyik (az elmélet
altal meghatéarozott tulajdonsagokkal rendelkezd) rendszert tekintjiik. Tehat bizonyos
elméleteknél, ahol fenn akarunk tartani némi szabadsagot, nem is akarjuk, hogy teljesek
legyenek. De ha egy bizonyos rendszer tulajdonsagait akarjuk minél pontosabban leirni,
akkor teljes elméletre toreksziink. Példaul a természetes szamokhoz szeretnénk egy
teljes rendszert, melyben igy minden réluk szo6l6 igaz allitas bizonyithato. A teljes
elméleteknek megvan az a kellemes tulajdonsaga, hogy barmely allitas igazsagat el
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tudjuk donteni egy egyszerd algoritmussal:

2.3.1. Tétel. Ha eqy T elmélet teljes, akkor létezik egqy algoritmus, mely minden S
mondathoz vagy S-re, vagy S negdltjara ad eqy bizonyitdst.

Bizonyitas: Az algoritmus sorban felsorolja az Osszes véges P karaktersorozatot és
mindegyikrél megnézi, hogy nem bizonyitasa-e S-nek vagy a negaltjanak. El6bb-utobb
fel fogja sorolni az egyiknek a bizonyitésat, hiszen a teljesség miatt tudjuk, hogy va-
lamelyik létezik. Egyébként a konzisztencia garantalja, hogy csak az egyikre létezik
bizonyitas. O

Tegyiik fel, hogy a természetes szamokhoz akarunk csinédlni egy teljes elméletet.
dolhat6 a természetes szamokba, ezért az elméletnek az ezekrdl sz6l6 mondatokat is el
kell tudnia dontenie, hogy igazak-e.

Legyen L a természetes szamok egy felsorolhato részhalmaza, mely nem eldonthetd.
(Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy ilyen nyelv létezik.) A 7 aritmetikai elmélet
minimdalisan megfeleld, ha minden n természetes szamra az elméletben benne van egy
v, mondat, mely azt az allitast fejezi ki, hogy ,,n € L”. Ezenkiviil még megkoveteljiik,
hogy ez az éllitas akkor és csak akkor legyen tétel 7-ben, ha igaz.

Egy természetes kovetelmény, hogy a természetes szamok egy teljes elmélete legyen
minimalisan megfelels, azaz hogy az ,n € L7 tipust egyszerti &llitasok megfogalmaz-
hatok és bizonyithatok legyenek benne. (A kovetkezd alfejezetben majd adunk egy
ilyen minimalisan megfelelg elméletet.) Most méar be tudjuk latni a matematika egyik
leghiresebb tételét, mely a filozofusok kedvence:

2.3.2. Tétel (Godel nemteljességi tétele). Minden minimdalisan megfeleld elmélet nem-
teljes.

Bizonyitas: Ha az elmélet teljes lenne, akkor a 23] tétel szerint minden n € £
alakt mondat eldonthets lenne benne, de ez ellentmond annak, hogy £ algoritmikusan
eldonthetetlen. O

Megjegyzések. 1. Az el6z6 bizonyitéasbol az is kovetkezik, hogy minden minimalisan
megfelel§ elmélethez 1étezik olyan n szam, melyre az ,n & L7 éllitas igaz és megfogal-
mazhato, de nem bizonyithato. Ha tovabbi, erésebb feltételeket is megkoveteliink a 7
elmélettdl, akkor mas mondatokrol is belathatd, hogy nem bizonyithatok; Gédel meg-
mutatta, hogy alkalmas feltételek mellett a 7 elmélet konzisztencidjat allit6 mondat
sem bizonyithato a 7 elméletben. Ezt Godel masodik nemteljességi tételének hivjak,
de itt ennek bizonyitasaval nem foglalkozunk.

2. Godel nemteljességi tételei 3-4 évvel a kiszamithatosag fogalma el6tt sziilettek.

2.3.2. Els6rendii logika

Formulak Bemutatunk egy formaélis rendszert, melyet a legalkalmasabbnak vélnek a
matematika leirasara. Egy els6rendid nyelv az alabbi szimbolumokbol épitkezik:

— Megszamlalhato sok valtozojel: z, vy, z, 1, xs, . . ., melyek a leirni kivant univerzum
elemeit jelolik.
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— Néhany fiiggvényjel, mint f, g, h, +, -, f1, f2, . . .. Mindegyikhez hozza van rendelve
egy természetes szam, mely meghatarozza az argumentumainak szamat. Azokat
a fiiggvényeket, melyekre ez a szam 0, konstansnak hivjuk. Ezek az univerzum
valamely fix elemét jelolik. Néhany fiiggvénynél, mint példaul a +-nal, az argu-
mentumokat nem a fliggvényjel utan, hanem a hagyoméanyos modon a fiiggvényjel
koré irjuk.

— Néhany relacidjel, mint =, <, >, C, D, P,Q, R, P;, P», . . ., melyeknek szintén meg
van hatarozva az argumentumaik szama. Néhany relacidjelnél, mint példaul a
<-nél, az argumentumokat nem a relaciojel utdn, hanem a hagyomanyos moédon
a relaciojel koré irjuk. Az egyenldség (,=") egy kitiintetett relaciojel.

— Logikai miiveletek: =, V, A\, =, < .. ..
— Kvantorok: V, 4.
— Zarojelek: (,).

Egy kifejezést igy kapunk, hogy néhany konstansjelre és valtozojelre alkalmazunk
néhany fiiggvényt. Pl.: (z42)+y vagy f(f(x,y), g(c)) kifejezések (itt 2 egy konstans).

Primformuldnak hivjuk a P(tq,...,t;) alakua allitasokat, ahol P relacidjel és t;-k
kifejezések. Pl.: z+y < (x-x)+1 egy primformula.

Egy formula logikai miiveletekkel 6sszekapcsolt primformulakbol all, melyek elé még
tetszés szerint irhatunk Va és 3x kvantorokat. Pl.: Va(x<y)=3zg(c, 2) vagy x=2Vy=y
formulédk. A Jy(Va(F) = G) formulaban az F' részformuléat az = kvantor hatdskdrének
hivjuk. Egy x valtozo elGfordulasat egy formulaban kotottnek mondjuk, ha benne van
valamely kvantor hataskorében, egyébként pedig szabadnak. Egy formulat, melyben
nincsenek szabad (el6fordulasu) valtozok, mondatnak hivunk. Egy mondat a valtozok
kiértékelésétsl fiiggetleniil vagy igaz, vagy hamis.

Az A formuldban az x valtozo helyettesithetd a t kifejezéssel, kivéve, ha a t-ben van
olyan valtozo, mely szerepel A-ban kvantor utan és a hataskorében benne van = egy
szabad el6fordulasa (pl. a (Jy(x > y))V (z = 0) formuldban az x nem helyettesithetd
y-nal). Ha z helyettesithetd t-vel A-ban, akkor jelolje A[t/z] a helyettesitést, ami azt
jelenti, hogy = minden szabad el6fordulasakor « helyett ¢-t irunk. Pl.: Ha A=(z<3—2)
és t = (y?), akkor Aft/x] = (y* < 3—y?).

Mostantél minden vizsgélt formalis rendszer elsérendd nyelv lesz, tehat csak abban
térnek el egymastol, hogy mik benniik a fliggvény- és valtozojelek.

To6bb természetes mod is van, hogy egy elsérendii nyelv kifejezéseit és formulait
interpretaljuk. Egy interpretacié utan minden mondat vagy igaz lesz, vagy hamis. Egy
interpretacié egy adott halmaz, az univerzum elemeit, fiiggvényeit és relacioit rendeli
hozza az els6rendii nyelv konstansjeleihez, fiiggvényjeleihez és relécidjeleihez.

2.3.2. Példa. Tekintsiik azt a nyelvet, melynek a konstansjelei ¢q és ¢y, ezenkiviil pedig
még van benne egy kétvaltozos f fiiggvényjel. Egy lehetséges interpretéacio a természetes
szamok halmaza, cg=0, c; =1 és f(a,b)=a+b. Egy masik lehetséges interpretacioban a
halmaz {0,1}, co=0, ¢; =1 tovabbra is, de f(a,b)=a-b. Vannak olyan mondatok melyek
mindkét esetben igazak, de vannak, amik nem. Példdul mindkét interpretaciéban igaz
aVe(Vy(f(z,y) = f(y,x))) mondat, de az f(c1,c1) = ¢; csak az egyikben igaz.
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s stz

Egy adott 7 elmélet nyelvének interpretaciojat 7 modelljének hivjuk, ha az 6sszes
7 -beli axioma (és emiatt az Osszes tétel is) igaz benne. A fenti példa mindkét interp-
retacioja egy modellje volt az egyetlen axiomabol allo 77 = {Va(Vy(f(x,y) = f(y,x)))}
elméletnek.

Régota ismert, hogy egy bizonyitas helyességét ellenérzé algoritmusnak nem kell
fliggenie az altala vizsgalt elmélettdl; csak az elmélet axiomaéit kell betaplalnunk neki.
Ezt az algoritmust szokés ,,jozan paraszti észnek” hivni. Az elsérendd logikdban ezt
el6szor Russell és Whitehead formalizélta a Principia Mathematica cimi konyvében
a huszadik szézad elején. Ennek a fejezetnek a végén vazolni fogunk egy ilyen algo-
ritmust. Godel 1930-ban bebizonyitotta, hogy ha az A axidmarendszerbdl (ami véges
sok mondat) kovetkezik a T" mondat az Osszes lehetséges interpretécio esetén, akkor T
be is bizonyithato A-bdl (a Principia Mathematica szerinti definicié szerint). Ennek a
kovetkezménye az alabbi tétel:

2.3.3. Tétel (Godel teljességi tétele). Legyen P az osszes olyan (A, T) pdr halmaza,
hogy A véges sok mondat és a T mondat minden olyan interpretdcidban igaz, melyben
a A-beli mondatok igazak. Ekkor P felsorolhato.

Tarski bebizonyitotta, hogy a valos szamok algebrai elmélete (és ennek kévetkezmé-
nyeként az Euklideszi geometria is) teljes. Ezzel szemben a természetes szamok elméle-
tei, koztiik a minimalisan megfelel6k, nemteljesek. (A valos szamok algebrai elméletében
nem beszélhetiink ,tetszéleges egész szamrol”, csak tetszoleges valos szamrol”). A 2371
tétel garantalja, hogy létezik algoritmus, mely eldonti, hogy egy, a valos szamokrol szolo
mondat igaz-e. Az eddig ismert ilyen algoritmusok a gyakorlatban hasznélhatatlanok
lasstisdguk miatt, de még fejlédnek.

Bizonyitasok: ezt a fogalmat eddig csak attételesen hasznaltuk, most formalisabb
lefrasat adjuk.

A bizonyitds Fi, ..., F, formuldk sorozata, ahol mindegyik formula vagy axiéma,
vagy a korabbi formuldkboél kaphato az aldbbi szabalyok valamelyikével. Ezekben a
szabalyokban A, B és C' tetsz6leges formulak, x pedig egy véltozo.

Egy végtelen sok formulabol all6 halmazrol meg fogjuk kovetelni, hogy minden
axiomarendszerben benne legyen; ezeket fogjuk logikai axiomdknak hivni. Ezek nem
feltétleniil mondatok, lehetnek benniik szabad valtozok is. Ezek megadésa el6tt, sziik-
séglink van még néhany definiciora.

Legyen F(Xy,...,X,) olyan Boole-formula, mely az X,..., X, véltozok tetszo-
leges kiértékelése mellett igaz. Legyenek ¢q,... ¢, tetszbleges formulak. Ekkor az
F(p1,...,pn) alakt formulékat tautoldgidknak hivjuk.

Rendszeriink logikai axiémai az aldbbi csoportokba tartoznak:

Tautolégidk: Minden tautologia axidoma.

Egyenldségi axiomak: Legyenek t,...,t, és uq,...,u, kifejezések, f fiiggvényjel és
P relaciojel, melyek argumentumainak szama n. Ekkor az alabbiak axiémak:

(tlzul/\/\tn:un) = f(tl,...,tn):f(ul,...,un),
= (P(ty,...,tn) < Pug,...,uy))
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A 1 definiciéja: Minden A formulara és x axioméra a dx A < —Va = A formula axi-
oma.

Specializacié: Ha a t kifejezés helyettesitheti az x valtozot az A formulaban, akkor
Vo A= Alt/x] axiéma.

A rendszernek két levezetési szabélya van:

Modus ponens: A = B-bdl és B = C-bdl kovetkezik A = C.

Altalanositas: Ha az x valtozonak nincs szabad el6fordulasa az A formulaban, akkor
A = B-bdl kovetkezik A = Vx B.

Megjegyzés. Az altalanositasi szabaly azt mondja ki, hogy ha B igaz anélkiil, hogy
barmit is kikotnénk x-rél, akkor igaz barmely x-re. Ez nem ugyanaz, mint hogy B=Vx B
igaz.

A fenti rendszerre a Godel teljességi tétel egy erésebb verzioja is igaz.

2.3.4. Tétel. Teqgyiik fel, hogy A mondatok eqy halmaza és'T eqy mondat, mely minden
interpretdcioban igaz, melyben a A-beli mondatok mind igazak. Ekkor T’ bebizonyithato,
ha a A-beli mondatokat is hozzdvessziik a fenti aziomdkhoz.

Egy egyszeri aritmetikai elmélet és a Church-tézis. Az N elmélet két kons-
tansjelet, a 0-t és az 1-et tartalmaz, valamint két fiiggvényt, az Osszeadast és a szorzast,
ezenkiviil pedig még a < relacidjelet. Csak véges sok nem logikai axiéma van benne,
melyek mind kvantormentesek.

—((x+1) = 0).
I+te=1+y = x=y.
x+0 = .
z+(1+y) = 14+ (z+vy).
x-0 = 0.
z-(1+y) = (x-y)+o.

< 0).
r<(l4+y) < (x<y)V (z=vy).
(x<y)V (z=y) V(y<a)

—(z

2.3.5. Tétel. Az N elmélet minimdlisan megfeleld. Tehdt létezik az aritmetikdnak eqy
végesen axtomatizdlt minimadlisan megfeleld konzisztens elmélete.

Ennek kovetkezménye Church aldbbi tétele, mely azt mutatja, hogy nincs olyan
algoritmus, mely eldonti egy formularol, hogy igaz-e.

2.3.6. Tétel (Az igazsagok eldonthetetlenségi tétele). Az dires axidmarendszerbdl le-
vezethetd P mondatok halmaza eldonthetetlen.
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Bizonyitas: Legyen N az aritmetika egy miniméalisan megfelels konzisztens elméle-
tének véges axiomahalmaza, és legyen M az a mondat, melyet tgy kapunk, hogy ezt
a véges sok axiomat ssze-ES-eljitk és az univerzalis kvantorral az sszes szabad valto-
z6jat lekotjiik. Emlékeztetiink, hogy a ,minimalisan megfelel” fogalom definiciéjaban
hasznaltuk a természetes szdmok egy £ nem eldonthets, de felsorolhaté halmazat. Az
aritmetikankban irjuk fel azt a Q(n) formulat, mely azt mondja, hogy M = (n € L).
Akkor és csak akkor lesz ,n € £” bizonyithato A-ben, ha Q(n) bizonyithato az iires
axiomarendszerbdl. Marpedig a 2.3.2 tétel utani elsé megjegyzésbdl kivetkezik, hogy
van olyan n, melyre ,n € £” nem bizonyithato N -ben, tehat QQ(n) sem bizonyithaté az
az lres axiomarendszerbdl. O



3. fejezet
Tar és 1d6

Az egyes feladatok algoritmikus megoldhatdsaga igen messze lehet a gyakorlati megold-
hatosagtol. Mint latni fogjuk, van olyan algoritmikusan megoldhato feladat, amelyet n
hossztisagt bemenet esetén nem lehet pl. 22"-nél kevesebb lépésben megoldani. Kiala-
kult ezért az algoritmusok elméletének egyik {6 dga, mely az egyes feladatok algoritmi-
kus megoldhatosagat bizonyos erdforras-korlatozasok mellett vizsgalja. A legfontosabb
erGforras-korlatozasok az idd és a tdr.

Ebben a fejezetben a Turing-gépekrdl feltessziik, hogy van egy bemenet-szalagjuk
(errdl csak olvasnak, tehat az elss szalagon a fej nem tud irni, és a bemenetet hatérolo
* jelektdl kifelé nem mehet), egy kimenet-szalagjuk (erre csak irnak, azaz az utolso fej
alatti bettt6l nem fiigghet a miikodés), és k > 1 tovabbi munkaszalagjuk. Indulaskor
csak a bemenet-szalagra van frva egy > feletti szo.

Egy T Turing-gép iddigénye az a timep(n) fiiggvény, mely a gép lépésszaméanak
maximuméat adja meg n hosszusdgi bemenet esetén. Feltessziik, hogy timer(n) > n
(a gépnek el kell olvasnia a bemenetet; ez nem okvetleniil van igy, de csak trivialis
eseteket zarunk ki ezzel a feltevéssel). A spacep(n) tdrigény-figgvényt ugy definialjuk,
mint a gép munkaszalagjain azon kiilénb6z6 mez&k maximélis szamat az n hosszisaga
bemenetek esetén, melyekre a gép ir. (Igy a bemenet és a kimenet altal elfoglalt mezéket
nem szamitjuk a tarba.)

Azt mondjuk, hogy a T" Turing-gép polinomidlis, ha idGigénye legfeljebb f valamely
f polinomra, vagyis van olyan ¢ > 0 konstans, hogy T idgigénye O(n¢). Egy algorit-
mus polinomialis, ha létezik ezt megvalosité polinomialis Turing-gép. Hasonléan defi-
nidlhatjuk az exponenciélis Turing-gépeket (algoritmusokat), melyek idsigénye O(2")
valamely ¢ > 0-ra), valamint a polinomialis tarigényd algoritmusokat (Turing-gépeket)
sth.

Azt mondjuk, hogy egy LC X nyelv idébonyolultsdga f(n), ha a nyelv egy legfeljebb
f(n) id6igényd Turing-géppel eldénthetd. Az f(n) idSbonyolultsagu nyelvek osztalyat
DTIME(f(n))-nel jeloljiik. (A ,D” beti arra utal, hogy determinisztikus algoritmu-
sokat tekintiink; a késGbbiekben nemdeterminisztikus és véletlent hasznéalé hasznald
algoritmusokat is fogunk targyalni.) Mindazon nyelvek osztalyat, melyek polinomialis
Turing-géppel eldontheték, PTIME-mal vagy egyszertien P-vel jeloljiik. Hasonloan defi-
nialjuk egy nyelv tdrbonyolultsdgdt, és a DSPACE( f(n)) nyelvosztalyokat és a PSPACE
(polinomiélis tarral eldonthets) nyelvosztélyt.

A Turing-géppel definialt id6- és tarigény elméleti vizsgalatokra alkalmas; a gyakor-
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latban jobban hasznalhaté (jobban kozeliti a valosagot), ha erre a célra a RAM-gépet
hasznaljuk. Az [[.3.1l és[1.3.2l tételekbdl kovetkezik azonban, hogy a legfontosabb bo-
nyolultségi osztélyok (polinomialis, ill. exponenciélis id6 és tar) szempontjabol mind-
egy, hogy melyik gépet hasznaljuk a definicioban.
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3.1. Polinomialis 1d6

A gyakorlatban fontos algoritmusok koziil igen sok polinomialis ideji (réviden polino-
mialis). A polinomialis algoritmusok gyakran matematikailag is igen érdekesek, mély
eszkozoket hasznéalnak. Ebben a jegyzetben nem célunk ezek attekintése; csak néhény
egyszerd, de fontos specialis algoritmust targyalunk, részben a fogalom illusztralasa,
részben néhany fontos alapgondolat bevezetése céljabol. Megjegyzendd, hogy a po-
linomialis algoritmus fogalma nem valtozik, ha a Turing-gép helyett a RAM-gépet
tekintjiik.

a) Kombinatorikai algoritmusok. Polinomialisak a grafelméletben hasznalt legfon-
tosabb algoritmusok : OsszefiiggGség-teszt, legrovidebb 1t keresése, maximalis folyam ke-
resése (Edmonds-Karp vagy Dinic-Karzanov modszerrel), ,magyar modszer”, Edmonds
parositas algoritmusa stb. Ezek egyike-mésika meglehetGsen nehéz, és ezek az algorit-
musok més targyak (grafelmélet, operaciokutatas) anyagénak fontos részei. Ezért itt
nem foglalkozunk veliik részletesen.

b) Aritmetikai algoritmusok. Polinomialisak az alapvets aritmetikai mtveletek:
egész szamok Osszeadésa, kivondsa, szorzésa, maradékos osztésa. (Emlékezziink ra,
hogy egy n egész szam, mint bemenet hossza az n binéris jegyeinek szama, vagyis
logn.) Mindezekre polinomialis idejd (az Osszeadas és kivonas esetén lineéris, a szor-
zés és osztéas esetén kvadratikus ideji) algoritmust az altalanos iskolaban tanulunk.
Trivialis, de alapvetd aritmetikai mtiveletként tartjuk szamon két szam nagysag szerin-
ti Osszehasonlitasat is. Természetesen ez is elvégezhetd linearis idében (lasd még a [0
fejezetben).

Szamelméleti és algebrai algoritmusoknél kényelmes néha az aritmetikai miveleteket
szamolni; a RAM-gépen ez annak felel meg, hogy a programnyelvet a szorzassal és
a maradékos osztéssal bovitjiik, és nem a futési id6t, hanem a lépésszamot nézziik.
Ha (a bemenet hosszéban mérve) polinomialis szamt miveletet végziink, és ezeket
legfeljebb polinomialis sok jegyt szamokon, akkor algoritmusunk (futasi idében mérve
is) polinomiélis lesz.

Az alapvetd, polinomialis idejd aritmetikai algoritmusok kozott kell még megemli-
teni az euklideszi algoritmust két természetes szam legnagyobb kozos osztojanak meg-
keresésére:

Euklideszi algoritmus. Adott két természetes szdm, a és b. Valasszuk ki a nemna-
gyobbikat, legyen ez, mondjuk, a. Ha a = 0, akkor a és b legnagyobb kozos osztdja
Inko(a,b) = b. Ha a # 0, akkor osszuk el b-t maradékosan a-val, és legyen a mara-
dék r. Ekkor Inko(a, b) = Inko(r, a), és igy elegends a és r legnagyobb kozos osztojat
meghatarozni.

3.1.1. Lemma. Az euklideszi algoritmus polinomidlis idejid. Pontosabban, O(loga+
+logb) aritmetikai mdveletbl dll, melyeket max(a,b)-nél nem nagyobb természetes
szamokon kell végezni.

Bizonyitas: Mivel 0 <r < b, az euklideszi algoritmus el6bb-utébb véget ér. Belatjuk,
hogy polinomialis id6ben ér véget. Ehhez azt vegyiik észre, hogy b > a+r > 2r és igy
r<b/2. Ezért ar <ab/2. Tehat [log(ab)]| iteracié utan a két szam szorzata kisebb lesz,
mint 1, és igy valamelyikiik 0, vagyis az algoritmus véget ér. Nyilvanvalo, hogy minden
iteracio polinomialis idében elvégezhetd (egy darab maradékos osztassal). O]
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Erdemes megjegyezni, hogy az euklideszi algoritmus nemcsak a legnagyobb ko-
z0s oszto értékét adja meg, hanem olyan p,q egész szamokat is szolgaltat, melyekre
Inko(a, b) = pa+ gb. Ehhez egyszertien az algoritmus soran kiszamitott szamok mind-
egyének egy ilyen elGallitasat is nyilvantartjuk. Ha o' = pra+qib és b = poa+ qob, és
mondjuk &'-t osztjuk maradékosan a’-vel: ' =ha'+r', akkor r'=(py—hpy)a+ (g2 —haq)b,
igy megkapjuk az 0j r’ szam elGallitasat is p’a+ ¢'b alakban.

3.1.1. Feladat. Legyen 1 <a <b, és jelolje F}, a b-nél nem nagyobb Fibonacci-szamok
kézil a legnagyobbat (a Fibonacci-szamokat az Fo =0, Fy =1, Fyi1 = F,+ Fy_; rekur-
216 definidlja). Bizonyitsuk be, hogy az (a,b) pdrra alkalmazott euklideszi algoritmus
legfeljebb k aritmetikai lépés utdn véget ér.

Megjegyzés. Az euklideszi algoritmust néha a kovetkezs iteracioval adjak meg: Ha
a=0, akkor készen vagyunk. Ha a>b, akkor cseréljiik meg a szamokat. Ha 0<a<b, akkor
legyen b := b — a. Bar matematikailag lényegében ugyanaz torténik, ez az algoritmus
nem polinomidlis: Mar az Inko(1,b) kiszamitasahoz is b iteraciora van sziikség, ami a
bemenet méretében (logb) exponencidlisan nagy.

Az Osszeadas, kivonas, szorzas miiveletek a modulo m vett maradékosztalyok gyti-
riijében is elvégezhetSk polinomialis idében. A maradékosztéilyokat a legkisebb nemne-
gativ maradékkal reprezentaljuk. Ezeken, mint egész szamokon elvégezziik a miiveletet,
majd egy maradékos osztést kell még elvégezni.

Ha m primszam, akkor az osztast is elvégezhetjiikk a modulo m vett maradékosz-
talyok testében polinomialis id6 alatt (ez nem maradékos osztés!). Altalanosabban, a
modulo m maradékosztalygytrtiben el tudjuk végezni egy m-hez relativ prim szammal
az osztast polinomialis idében. Legyen 0 < a,b < m, Inko(m,b) = 1. Az a : b osztés
elvégzése azt jelenti, hogy olyan 0 <z < m egész szamot keresiink, melyre

br=a (mod m).

Az euklideszi algoritmust a b és m széamok legnagyobb k6z0s osztojanak kiszamitasara
alkalmazva olyan p és q egész szamokat kapunk, melyekre bp+mqg = 1. Igy bp =1
(mod m)), vagyis b(ap) = a (mod m)). Igy a keresett = hanyados az ap szorzat m-mel
vett osztasi maradéka.

Az euklideszi algoritmusnak még egy alkalmazasat emlitjiik. Tegyiik fel, hogy egy =

egész szamnak (melyet nem ismeriink) ismerjik az egymashoz relativ prim my, ..., my
modulusokra vett xy, ..., r; maradékat. A kinai maradéktétel szerint ez egyértelmiien

meghatarozza x-nek az my ...my szorzatra vett osztasi maradékat. De hogyan lehet
ezt kiszamitani?

Elegends a k=2 esettel foglalkozni, mert altalanos k-ra az algoritmus ebbdl rekurzi-
oval adodik, tehat legyen m=mimsy. Van olyan ¢, és gs egész szam, melyre x=x1+q;m;
és T = T9+ gamo. Tgy To— X1 = 1M1 — QoM. Ez az egyenlet természetesen nem hata-
rozza meg egyértelmtien a q; és ¢ szdmokat, de az is elegendé lesz szamunkra, hogy az
el6z6ekhez hasonloan, az euklideszi algoritmus segitségével tudunk olyan ¢} és ¢, egész
szamokat talalni, melyekre x9 — 1 = ¢ymy — ¢yma. Legyen ugyanis o’ = z1+qjm; = x2+
+g4yms. Ekkor 2’ =x (mod my) és ' =z (mod my), és ezért '’ =x (mod m). Azonban
ilyen ¢} és ¢} egész szamokat az euklideszi algoritmus valéban ad, ha lefuttatjuk az
Inko(mq, my) =1 feladatra.
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Erdemes a hatvanyozas miiveletérdl is foglalkozni. Mivel a 2" szamnak mar a leira-
sahoz is exponencialisan sok jegy kell (ha a bemenet hosszat, mint n kettes szamrend-
szerbeli jegyeinek szaméat értelmezziik), igy ez természetesen nem szamithato ki polino-
miélis idében. Més a helyzet azonban, ha modulo m akarjuk a hatvanyozast elvégezni:
ekkor a® (modulo m) is egy maradékosztaly, tehat leirhato logm jellel. Megmutatjuk,
hogy nemcsak, hogy leirhato, hanem ki is szamithato polinomiélisan.

3.1.2. Lemma. Legyen a,b és m hdrom természetes szim. Ekkor a® (modulo m) ki-
szamithato polinomidlis idében, pontosabban O(logb) aritmetikai mdvelettel, melyeket
O(logm+loga) jegyid természetes szamokon végzink.

3.1.3. Algoritmus. Irjuk fel b-t 2-es szamrendszerben: b=2"+...+2" ahol 0<r; <
< ... <. Nyilvanvalo, hogy ry < logh és ezért k < logbh. Marmost az a* (mod m)
maradékosztalyokat (0 <t < logb) ismételt négyzetreemeléssel kénnyen meg tudjuk
kapni, majd ezek koziil a k megfelel§ szamot szorozzuk Gssze. Természetesen minden
miiveletet modulo m végziink, vagyis minden szorzas utan egy maradékos osztast is
elvégziink. [

Megjegyzés. Nem ismeretes, hogy kiszamithaté-e polinomialis idében a! modulo m,
vagy (‘;) modulo m.

c) Linearis algebrai algoritmusok. Polinomiélisak az alapvetd lineéris algebrai al-
goritmusok: vektorok Osszeadésa, skalaris szorzasa, matrixok szorzasa, invertalasa, de-
terminansok kiszamitasa. E két utobbi feladat esetében ez nem trivialis, igy ezekkel
kiilon foglalkozunk itt is, illetve az invertalassal még részletesebben a [d fejezetben.

Legyen A=(a;;) tetsz6leges n X n-es egész szamokbol allo matrix. ElGszor is gondol-
juk meg, hogy det(A) polinomialis kiszamitasa nem eleve lehetetlen, azaz az eredmény
felirhato polinomialis sok szamjeggyel. Legyen K = max |a;;|, ekkor az A felirasdhoz
sziikséges bitek N szama legaldbb n?+log K. Masrészrél nyilvan

|det(A)| < n! K",
igy det(A) felirasahoz elegendd
log(n! K™) < n(logn+log K) < N?

bit. Igy tehat det(A) felirhat6 polinomialisan sok szamjeggyel. Mivel A~! minden eleme
A két aldeterminansanak a hanyadosa, igy A~! is felirhaté polinomiélisan sok szam-

jeggyel.

3.1.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha A egész szamokbol dllo négyzetes mdtrix, ak-
kor det(A) felirdsdhoz legfeljebb annyi bit kell, mint A felirdsdhoz. [Utmutatds: Ha A
sorvektorai ay, . .., a,, akkor |det(A)| <lai|---|a,| (Hadamard-egyenltienség).]

A determinans kiszamitésara az un. Gauss-eliminacié a szokasos eljaras. Ezt agy
tekintjiik, mint a matrix als6 haromszogmatrixsza transzformalésat oszlopmiiveletek-
kel. Ezek a determinénst nem valtoztatjak meg, és a kapott haromszogmatrixra csak a
féatloban levs elemeket kell Gsszeszorozni, hogy a determinanst megkapjuk. (Az inverz
matrixot is kénnytd megkapni ebbdl az alakbol; ezzel kiilon nem foglalkozunk.)

Gauss-eliminaci6. Tegyiik fel, hogy mar elértiik, hogy az i-edik sorban csak az elsé i
pozicioban van nem-0 elem (1 <i <t). Szemeljiik ki az utols6 n—t oszlop egy nem-0
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elemét (ha ilyen nincs, megallunk). Rendezziik 4t a sorokat és oszlopokat tgy, hogy ez
az elem a (t+1,1+1) pozicidba keriiljon. Vonjuk ki a (t+1)-edik oszlop (ait1:/@t41441)-
szeresét az i-edik oszlopbol (i =t+1,...,n).

Mivel a Gauss-eliminacié egy iteracioja O(n?) aritmetikai miivelettel jar, és n ite-
raciot kell végrehajtani, ez O(n?) aritmetikai mtveletet jelent. Probléma azonban az,
hogy osztanunk is kell, és pedig nem maradékosan. Véges test felett ez nem jelent prob-
lémat, de a raciondlis test esetén igen. Azt feltettiik, hogy az eredeti A matrix elemei
egészek; de az algoritmus menetkozben racionalis szamokbol allo6 métrixokat produkal.
Milyen alakban taroljuk ezeket a méatrixelemeket? A természetes valasz az, hogy egy
egész szamokbol allo szamparokként (ezek hanyadosa a racionélis szam).

De megkoveteljiik-e, hogy a tortek egyszertisitett alakban legyenek, vagyis a szam-
lalojuk és nevezdGjiik relativ prim legyen? Ezt megtehetjiik, de akkor minden matrix-
elemet minden iteracié6 utan egyszertsiteniink kell, amihez egy euklideszi algoritmust
kellene végrehajtani. Ez ugyan polinomialis idében elvégezhetd, de igen sok tobblet-
munka, jo volna elkeriilni. (Természetesen be kell még latnunk, hogy egyszertsitett
alakban a szerepld szamlaloknak és nevezsknek csak polinomialisan sok jegye lesz.)

Megtehetnénk azt is, hogy nem kotjiik ki, hogy a matrixelemek egyszertisitett alak-
ban legyenek. Ekkor két raciondlis szam, a/b és c¢/d Osszegét, ill. szorzatat egyszertien
a kovetkezs formulaval definidljuk: (ad+bc)/(bd), (ac)/(bd). Ezzel a megéallapodassal
az a probléma, hogy a menet kozben el6allo szamlalok és nevezdk igen nagyok (nem
polinomialis jegyszamuak) lehetnek!

Meg tudunk azonban olyan eljarast is adni, mely a torteket részben egyszertsitett
alakban tarolja, és igy mind az egyszertisitést, mind a jegyek szaméanak tulzott nove-
kedését elkeriili. Evégett elemezziik kissé a Gauss-eliminécié kozben elGallo métrixo-
kat. Feltehetjiik, hogy a kiszemelt elemek rendre a (1,1),..., (n,n) pozicibban vannak,
vagyis nem kell sorokat, oszlopokat permutélnunk. Jelolje (agf)) (ahol 1 <i,j<n)ak
iteracié utan kapott matrixot. Egyszertiség kedvéért a végiil kapott matrix fatlojaban
levé elemek legyenek di, ..., d, (igy d; = aZ). Jelolie D) az A matrix els6 k sora és
oszlopa altal meghatarozott részmatrixot, és jelolje Dg?) (k+1<i,7<n)azelss k és
az i-edik sor, valamint az els§ k és a j-edik oszlop altal meghatérozott részmatrixot.
Nyilvan D®) = Dlg’,i_l).

3.1.4. Lemma.

k
® det(D§j>)

“i 7 det(DW)’

Bizonyitas: Ha det(Dg-C )) értékét kiszamitjuk Gauss-eliminacioval, akkor a fatlojaban

rendre a dy, . .., dx, ag?) elemeket kapjuk. Igy tehat

det DY) = dy-...-dj-al)).
Hasonlé meggondolassal adédik, hogy
det D®) =d;-...-dj.

E két egyenletet egymaéssal elosztva kapjuk a lemma allitasat. O]
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E lemma szerint a Gauss-eliminaciéban fellépé minden tort nevezGje és szamléloja
(alkalmas egyszertsités utan) az eredeti A matrix egy-egy részméatrixdnak a deter-
minansa. Igy a menetkozben kapott tortek lefrasahoz (egyszertisités utan) biztosan
elegendd polinomialisan sok jegy.

De nem sziikséges menet kozben tortek egyszertsitéseit szamolni. A Gauss-
eliminaci6 alapjan fennall, hogy i, 7 > k esetén

(k+1) (k) az(,ljv)+1al(vk+)1,j
G TN T T m
i1 k41

és ebbdl aB.1.4l lemma felhasznélasaval:
det(D{) det(D}Y, ) — det(DL")

k
i,kJrl) det<Dl(fJ21,j)
det(Dj, ")

det(Dgf“)) -

Ez a formula tgy tekinthetd, mint egy rekurzio a det(fo)) szamok kiszamitasara. Mivel
a bal oldalon egész szam all, ezért az osztéast el tudjuk végezni. A fenti meggondolasok
szerint a hanyados jegyeinek szama polinomialis a bemenet méretéhez képest.

Megjegyzések. 1. A Gauss-eliminacioban felléps tortekkel kapcesolatos probléma or-
voslasara két tovabbi lehet&séget is érdemes megemliteni. Megtehetjiik (s6t a szamito-
gépes realizaci6 szempontjabol ez a természetes megoldés), hogy a szamokat korlatos
pontossagu ,kettedes tortekkel” kozelitjiik ; mondjuk p ,kettedes jegyet” engedve meg a
ykettedes vessz§” utan. Ekkor az eredmény csak kozelits, de mivel elére tudjuk, hogy
a determinans egész szam, ezért elegendd azt 1/2-nél kisebb hibaval meghatarozni.
A numerikus analizis eszkozeivel meghatarozhato, hogy mekkoranak kell p-t valasztani
ahhoz, hogy a végeredményben levs hiba kisebb legyen, mint 1/2. Kideriil, hogy O(nN)
jegy elegendd, és ezért ez az eljaras is polinomiélis algoritmushoz vezet.

A harmadik lehetGség azon az észrevételen alapszik, hogy ha m > 2-|det(A)|, akkor
elegendd det(A) értékét modulo m meghatérozni. Mivel tudjuk, hogy |det(A)| < 2V,
elegendd m gyanant olyan primszédmot véalasztani, mely nagyobb, mint 2V*!. Ez azon-
ban nem kénnyt (v6. a ,Randomizalt algoritmusok” cimti [l fejezettel), ezért ehelyett
m-et kiilonbozd kis primek szorzatanak véalaszthatjuk: m=2-3-...-pg, ahol k =1+ N
megfelel. Ekkor det(A) maradékat modulo p; minden i-re kénnyen kiszamithatjuk a
maradékosztaly-testben elvégzett Gauss-eliminéacioval, majd det(A) maradékat modu-
lo m a kinai maradéktétellel szamithatjuk ki.

Ez az utoébbi modszer szamos mas esetben is jol alkalmazhato. Ugy is tekinthetjiik,
mint az egész szamoknak egy, a kettes (vagy tizes) szamrendszertdl kiilonb6zs kodola-
sat: az n természetes szamot a 2, 3 stb. primekkel vett osztési maradékaval kodoljuk
(ez ugyan végtelen sok bit, de ha elére tudjuk, hogy a szamolas kézben nem fordul
el6 M-nél nagyobb természetes szam, akkor elegendd az elsé k primet tekinteni, me-
lyek szorzata nagyobb, mint M). Ebben a kédolasban az aritmetikai alapmiveletek
igen egyszeriien (parhuzamosan) elvégezhetdk, de a nagysag szerinti Osszehasonlités
nehézkes.

2. A polinomiélis idejd algoritmusok kiilénosen fontos szerepét magyarazza az is, hogy
megadhatok olyan természetes szintaktai feltételek, melyek egy algoritmus polinomialis
voltaval ekvivalensek. Polinomialisak az olyan programok pl. Pascal-ban, melyekben



56 3.1. POLINOMIALIS IDO

nincsen ,,goto”, ,repeat” és ,while” utasitas, és a ,for” utasitasok felsé hatara a bemenet
mérete (megforditva is igaz: minden polinomialis algoritmus programozhaté igy).
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3.2. Egyéb bonyolultsagi osztalyok

a) Exponencialis id8. Az ,0sszes eset” végignézése gyakran vezet exponencialis ideji
algoritmusokhoz (vagyis olyan algoritmusokhoz, melyeknek idsigénye 2™ és 2" kizé
esik, ahol a,b > 0 konstansok). Példaul ha meg akarjuk hatarozni, hogy egy G graf
cstcsai kiszinezhetSk-e 3 szinnel (ugy, hogy szomszédos csicsok kiilonbozé szintek le-
gyenek), akkor a trivialis algoritmus az, hogy végignézziik az Osszes szinezést. Ez 3™
eset végignézését jelenti, ahol n a graf csicsainak a szdma; egy eset magaban O(n?)
id6t igényel. (Sajnos erre a feladatra lényegesen jobb — nem exponencialis ideji — algo-
ritmus nem ismeretes, s6t bizonyos értelemben nem is varhaté, mint azt latni fogjuk a
kovetkezd fejezetben. Azt is latni fogjuk azonban, hogy a grafszinezés az exponencialis
ideji problémak egy igen specialis osztalyaba esik.)

b) Linearis id6. Toébb alapvetd aritmetikai algoritmus (két szam Osszeadésa, Gssze-
hasonlitésa) linearis idej.

A linearis idejd algoritmusok féleg ott fontosak, ahol nagyméret bemeneteken vi-
szonylag egyszeri feladatokat kell elvégezni, igy szamos adatkezelési algoritmus linearis
idejd. Fontos linearis idejd grafalgoritmus a mélységi keresés. Ennek segitségével tobb
nemtrivialis grafelméleti probléma (pl. sikbarajzolas) is megoldhato lineéris idében.

Kudzilinedris idejiinek nevezik az olyan algoritmust, melynek idéigénye O(n(log n)°),
ahol ¢ konstans. A legfontosabb kvézilinearis id6ben megoldhat6 probléma a sorbaren-
dezés, melyre t6bb O(n log n) ideji algoritmus is ismert. Fontos kvézilinearis algorit-
musokat talalhatunk a geometriai algoritmusok és a képfeldolgozas teriiletén (pl. egy
n elemi sikbeli ponthalmaz konvex burka ugyancsak O(n log n) lépésben hatérozhato
meg).

¢) Polinomialis tar =PSPACE. Nyilvanval6an polinomialis tarigényt minden poli-
nomialis idejii algoritmus, de a polinomidlis tar lényegesen altalanosabb. Az a) pontban
targyalt trivialis grafszinezési algoritmus tarigénye csak polinomidlis (s6t lineéris): ha a
szinezéseket lexikografikus sorrendben nézziik végig, akkor elegendd azt nyilvantartani,
hogy melyik szinezést vizsgaljuk, és azt, hogy mely élekrdl ellenériztiik mar, hogy nem
kotnek-e Ossze azonos szind pontokat.

Polinomialis tarigénytd algoritmusra a legtipikusabb példa egy jatékban az optimé-
lis lépés meghatéarozéasa az Osszes lehetséges folytatas végigvizsgalasaval. Feltessziik,
hogy a jaték barmely adott helyzete egy n hosszusagu x szoval irhato le (tipikusan a
figurdk helyzetével a tablan, beleértve, hogy ki 1ép, és esetleg egyéb informéaciot, pl.
a sakknal azt, hogy lépett-e mar a kiraly stb.). Ki van tiintetve egy kezdd helyzet.
Azt is feltessziik, hogy a két jatékos felvaltva lép, és van arra algoritmusunk, mely
két adott helyzetre megmondja, hogy az els6bdl legalis-e a masodikba 1épni, mondjuk
polinomiéalis idében (elegendd volna azt feltenni, hogy polinomialis tarral, de meglehe-
tésen unalmas az olyan jaték, melyben annak eldontése, hogy egy lépés legalis-e, t6bb,
mint polinomialis id6t igényel). Ha egy helyzetben nincs legalis 1épés, akkor eldonthetd
polinomiéalis id6ben, hogy ki nyert (a dontetlentd] egyszeriiség kedvéért eltekintiink).
Végiil feltessziik, hogy a jaték legfeljebb n¢ 1épésben mindig véget ér.

Ekkor az 6sszes lehetséges lejatszasok végignézése, és minden helyzetre annak meg-
hatarozasa, hogy ki nyer, csak polinomiéalis tarat (bar altalaban exponenciélis id6t) vesz
igénybe. Tegyiik fel, hogy egy adott xy helyzetrdl akarjuk eldonteni, hogy nyerd vagy
veszt helyzet-e (a lépésen kovetkezd szempontjabol). Helyzeteknek egy xg, x1, ..., oy



58 3.2. EGYEB BONYOLULTSAGI OSZTALYOK

sorozatat részjdtéknak nevezziik, ha minden z; helyzetbdl x;,1-be legilis lépés vezet.
A gép egy adott pillanatban egy részjaték lehetséges folytatasait elemzi. Fenntartjuk,
hogy xo, z1,...,x; (0 <i<k) lehetséges folytatasai koziil azok, melyek z;,1-nél kiseb-
bek (az n hosszusagu szavak lexikografikus rendezésére nézve), ,rossz lépések”, azaz az
Xo, L1, .., r; utan lépésen 1évs jatékos veszit, ha ide 1ép, vagy pedig a lépés illegalis.

Egy adott k index esetén az algoritmus végignézi az 0sszes n hosszisagu szot lexi-
kografikus sorrendben, hogy legalis folytatasai-e xi-nak. Amikor egy ilyet talal, az lesz
Tr+1, €s az igy kapott eggyel hosszabb részjatékot vizsgaljuk. Ha mar nem talal ilyet,
akkor a vizsgalt részjaték bizonyos helyzeteit ,nyerd helyzetnek” jeloli meg (a 1épésen
levé jatékos szamara), az alabbiak szerint: eldonti, hogy xi-ban ki nyer. Ha a lépésen
levs jatékos nyer, akkor xj nyer6 helyzet; ha a masik, akkor xp_; nyer6 helyzet. Le-
gyen ¢ az a legkisebb index, melyre mér tudjuk, hogy nyeré helyzet. Ha ¢« = 0, akkor
tudjuk, hogy a jatékban a kezdd nyer. Ha ¢ > 1, akkor x;_1-bd&l ide 1épni rossz lépés
volt. Megnézi ezért az algoritmus, hogy lehet-e z; _1-bdl legélisan olyan helyzetbe 1épni,
mely z;-nél lexikografikusan nagyobb. Ha igen, legyen y az elsé ilyen; az algoritmus
az xo,T1,...,T; 1,y részjaték vizsgalataval folytatodik. Ha semelyik x;-nél lexikografi-
kusan nagyobb helyzet sem legalis 1épés x;_1-b6l, akkor x;_1-b&l minden legalis 1épés
rossz’. Igy ha i = 1, akkor a kezdGallapotban a kezd6 veszit, és készen vagyunk. Ha
t > 2, akkor x;_o-t nyerd helyzetként jelolhetjiik meg.

Ugyancsak polinomiélis tarral, de exponencialis idével miikodik a ,trivialis Ossze-
szamlalas” a legtobb leszamlalasi feladat esetén. Példaul adott G grathoz meg akarjuk
hatarozni a G' harom szinnel valé szinezéseinek a szamat. Ekkor végignézhetjiik az
Osszes szinezéseket, és valahdnyszor egy szinezés legalis, 1-et adunk egy szamlélohoz.

3.2.1. Feladat. Egy kvantifikdlt Boole-formula egy olyan Boole-formula, melyben a
Vx és dx kvantorokat is haszndlhatjuk. Bizonyitsuk be, hogy annak eldontése, hogy egqy
adott kvantifikdlt Boole-formula kielégithetd-e, a PSPACE-ben van.

d) Linearis tar. A tarigény szempontjabol a polinomialis id6héz hasonloan alapve-
t6 osztaly. Ilyenek a grafalgoritmusok koziil azok, melyek leirhatok a pontokhoz és
élekhez rendelt cimkék valtoztatasaval: pl. Osszefiiggdség, ,magyar modszer”, legrovi-
debb 1ut, optimaélis folyam keresése. Ilyen a korlatos pontossagt numerikus algoritmusok
tobbsége. Manapsag az adatbanyaszatban a hatalmas mennyiségi adatok miatt szinte
kizarolag csak lineéris tarat hasznalo algoritmusokat hasznalnak.

Példaként irjuk le Turing-gépen a szélességi keresést. Ennek az algoritmusnak be-
menete egy (iranyitatlan) G graf és egy v € V(G) cstcs. Kimenete G-nek egy olyan F
feszit6faja, melyre minden x pontra az x-et v-vel Gsszekdts F-beli ut az Osszes G-beli
utak kozil a legrovidebb. Feltessziik, hogy a G graf Ggy van megadva, hogy rendre
minden csicsahoz meg van adva a cstucs szomszédainak listaja. Az algoritmus soréan
minden z ponthoz minden lépésben vagy a ,cimkézett” vagy az ,atvizsgalt” cimke van
hozzarendelve. Kezdetben nincs atvizsgalt pont, és csak v cimkézett. Menet kézben a
cimkézett, de nem atvizsgalt pontok neveit egy kiilon szalagon, a ,sor” szalagon tarol-
juk, egy masik szalagon (az ,F” szalagon) pedig a cimkézett pontokat, mindegyik utén
zarojelben felirva azt is, hogy melyik pontbol jutottunk el hozza. A gép a cimkézett,
de nem atvizsgalt pontok koziil elolvassa az els§ pont nevét (legyen ez u), majd ennek
szomszédai koziil keres olyat, amely még nincsen cimkézve. Ha talal, akkor ennek a
nevét felirja a ,sor” szalag és az ,F” szalag végére, az utébbin utana irva zardjelben,
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hogy ,,u”. Ha végigvizsgalta u Osszes szomszédjat, akkor u-t letorli a ,sor” szalag elejé-
r6l. Az algoritmus megall, ha a ,sor” szalag iires. Ekkor az ,,F” szalagon szereplé péarok
a keresett F' fa éleit adjak.

Nyilvanvalo, hogy ennek az algoritmusnak a téarigénye csak O(n) darab log n je-
gyl szam, ennyi tar (konstans tényezGtsl eltekintve) pedig mar a csicsok neveinek
leirasédhoz (és igy a graf megadasahoz) is kell.

e) Logaritmikus tar =LOGSPACE. Ez szintén egy kozponti jelentdségii, igen so-
kat vizsgalt osztaly. Egyrészt fliggvények kiszamitasanal hasznos ez a korlatozas (em-
lekeztetlink ra, hogy se a csak olvashaté bemeneti, se a csak irhaté kimeneti szalag
nem szamit bele a tarbal!), masrészt eldontési problémak esetén is érdekes (ez eset-
ben szimplan L a megfelel§ osztaly jelolése, tehat melybe azok a nyelvek tartoznak,
amelyeket el lehet donteni O(logn) tarral). 2004-ben egy attérd eredmény volt, amikor
Reingold megmutatta, hogy az alabbi probléma L-ben van: a bemenet egy G iranyitat-
lan graf, és ennek két csiicsa: s és t. El kell donteni, hogy van-e ut s-bdl t-be, azaz hogy
egy komponensben vannak-e. (Erdekes modon az irdnyitott grafokra vonatkozo analog
probléméra nem ismert, hogy L-ben van-e, s6t inkabb varhato, hogy erre a kérdesre a
valasz ,nem”).

3.2.2. Feladat. a) Adjunk logaritmikus tdrat haszndlé algoritmust, amely eldonti
egy szorol a { (, ) } kételemd abécé felett, hogy helyesen zdrdjelezett-e.

b) Adjunk logaritmikus tdrat haszndlo algoritmust, amely eldonti eqy szordl a
{(G[), ]} négyelemi dabécé felett, hogy helyesen zdrdjelezett-e.

3.2.3. Feladat. Labirintus a kockds papiron: a bemenet eqy n x n-es nulla-eqy mdtriz,
sorfolytonosan leirva, minden mdtriz-sor végén eqy vesszd. A mdtrixz 1 értékd elemein
definidlunk egy grdafot: két csics ossze van kitve, ha (vizszintesen vagy fiiggdlegesen)
szomszédosak a mdtrizban. Adjunk LOGSPACE algoritmust, mely megszdmolja ezen

grdaf komponenseinek a szimdt.

3.2.4. Feladat. Tegyiik fel, hogy f és g logaritmikus tdrban szamithato fliggvények.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor a kompoziciojuk is kiszamithato logaritmikus tdrban.
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3.3. Altalanos tételek a tar- és idébonyolultsagrol

Ha egy L nyelvhez van olyan L-et eldont6 T' Turing-gép, melyre minden elég nagy n-re
timer(n) < f(n) (ahol f(n) > n minden n-re), akkor olyan L-et felismerd Turing-gép
is van, melyre ez az egyenlStlenség minden n-re fennall. Kis n-ekre ugyanis a nyelv
eldontését a vezérlGegységre bizhatjuk.

Varhato, hogy a gép tovabbi bonyolitasa ardn az idéigényeket csokkenteni lehet.
A kovetkez§ tétel mutatja, hogy valéban tetszdéleges konstans faktorral lehet a gépet
gyorsitani, legalabbis, ha az id6igénye elég nagy (a beolvasésra forditott id6t nem lehet
,megtakaritani”).

3.3.1. Tétel (Linearis Gyorsitési tétel). Minden T Turing-géphez és ¢>0-hoz taldlhato
olyan S Turing-gép, mely ugyanazt a nyelvet donti el, és melyre times(n) <c-timer(n)-+
+n.

Bizonyitas: Egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy T-nek egy munkaszalagja van (a
bizonyitas hasonloan szolna k szalagra is). Feltehetjiik, hogy ¢=2/p, ahol p egész szam.

Legyen az S Turing-gépnek egy bemenet-szalagja. Ezenkiviil vegyiink fel 2p —1
Linduld” szalagot és 2p — 1 munkaszalagot. Szamozzuk ezeket kiilon-kiilon (1 — p)-t6l
(p—1)-ig. Az i sorszamu (indul6 vagy munka-) szalag j-edik mezejének indexe legyen a
j(2p—1)41i szam. A t indexd indulo, ill. munkamez6 majd a T gép bemenet-, ill. mun-
kaszalagjan a t-edik mezének fog megfelelni. Legyen még S-nek egy kimenet-szalagja
is.

Az S gép miikodését azzal kezdi, hogy bemenet-szalagjarol az x bemenet minden
betijét atmésolja az induld szalagok megfelel§ indext mezejére, majd minden fejet
visszaallit a 0-adik mezére. Ett6l kezdve az ,jigazi” bemenet-szalaggal nem torédik.

Az S gép minden tovabbi 1épése a T gép p egymas utani lépésének fog megfelel-
ni. A T gép pk lépése utan a bemenet-szalag és a munkaszalag feje alljon a t-edik,
ill. s-edik mezén. Ugy fogjuk tervezni az S gépet, hogy ilyenkor az S gép indulo, ill.
munkaszalagjainak minden mezején ugyanaz a jel alljon, mint a 7' gép megfelels sza-
lagjanak megfelel§ mezején, a fejek pedig a T-beli t —p+1,...,t+p—1 indexd indulo,
ill. s—p+1,...,s+p—1 indexti munkamez&kon allnak. Feltessziik, hogy az S gép vezér-
I6egysége azt is ,tudja”, hogy melyik fej all a t-nek, ill. s-nek megfelel6 mezén. Tudja
tovabba, hogy mi a T' vezérlGegységének belss allapota.

Mivel S vezérlGegysége nemcsak azt latja, hogy T vezérlGegysége ebben a pillanat-
ban mit olvas az indul6é és munkaszalagjan, hanem az ett6l legfeljebb p—1 tavolsagra
levé mezdket is, ki tudja szamitani, hogy a kovetkezs p 1épés soran T fejei merre lépnek
¢és mit irnak. Mondjuk p lépés utan 7T fejei a t+1, ill. s+ j pozicioban lesznek (ahol
mondjuk 7, j > 0). Nyilvan i, 7 < p. Vegyiik észre, hogy kozben a ,munkafej” csak az
[s—p+1, s+p—1] intervallumban valtoztathatta meg a munkaszalagra irt jeleket.

Ezek utan S vezérlGegysége a kovetkezbket tegye: szamitsa ki és jegyezze meg, hogy
mi lesz T' vezérlGegységének belss allapota p 1épéssel késébb. Jegyezze meg, hogy melyik
fej all a (t+1), ill. (s+7j) pozicibnak megfelel6 mezén. A munkaszalagokon irassa at a
jeleket a p lépéssel késébbi helyzetnek megfelelGen (ez lehetséges, mert minden, az [s—
—p+1, s+p—1] intervallumba esd indexti munkamezén all fej). Végil a [t—p+1, t+i—p)
intervallumba es6 indext indulé fejeket és a [s—p+1, s+ j—p] intervallumba esd indexii
munkafejeket léptesse egy hellyel jobbra; igy az azok altal elfoglalt mezdk indexei a [t+
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+p,t+i+p—1], ill. [s+p,s+j+p—1] intervallumot fogjak kitolteni, ami a helyben
marado fejekkel egyiitt kiadja a [t+i—p+1,t+i+p—1],ill. [s+j—p+1,s+j+p—1]
intervallumot.

Ha T a tekintett p lépés alatt a kimenet-szalagra ir (0-t vagy 1-et) és leall, akkor
tegye S is ezt. Ezzel megkonstrudltuk az S gépet, mely (a kiindulési mésolastol elte-
kintve, ahol a lépésszam n+n/p < n+timer(n)/p) p-edannyit 1ép, mint 7', és nyilvan
ugyanazt a nyelvet donti el. O]

3.3.1. Feladat. Ha a munkaszalagok szdmdt csak eggyel novelhetyik, de az dbécéhez
vesziink hozzd 1j jeleket (azaz az S gép egy bévebb X' dbécé felett mikidik), akkor is
1gaz a tétel.

3.3.2. Feladat. Minden T Turing-géphez és ¢ > 0-hoz taldlhato olyan S Turing-gép,
mely ugyanazt a nyelvet donti el, és melyre

spaceg(n) < [c- spacep(n)] .

Trivialis, hogy egy k-szalagos Turing-gép tarigénye nem nagyobb, mint id&igényé-
nek k-szorosa (hiszen egy lépésben legfeljebb k mezdre torténik iras). Tehéat ha egy
nyelvre £ € DTIME(f(n)), akkor van olyan (a nyelvtdl fiiged) k& konstans, hogy L €
€DSPACE(k- f(n)). (Az abécé bovitésével DSPACE(k- f(n))=DSPACE(f(n)), az el6z6
feladat alapjan), és igy kovetkezik, hogy DTIME(f(n)) C DSPACE(f(n)). Masrészt az
idGigény nem nagyobb, mint a tarigény egy exponencidlis fiiggvénye, feltéve, hogy a
tarigény legaldbb logn. Ugyanis nem allhat el pontosan ugyanaz a memoria-helyzet,
a fejek helyzetét és a vezérlGegység allapotat is figyelembe véve, egynél tobbszor cikli-
zalés nélkiil. Pontosabban szamolva, a kiilonb6z6 memoria-helyzetek szama legfeljebb
c- f(n)Fmf™ (ahol m = |X|; itt felhasznaltuk, hogy a bemeneti szalagon a fej csak
jobbra lépkedhet, és ezért ha méar elérte az n-edik pozicion 1évé elsé x betiit, utana a
pozicidja érdektelen, valamint, hogy a kimeneti fej helyzete ebbdl a szempontbol nem
szamit).

Mivel a Linearis Gyorsitasi tétel (a B3l tétel) szerint egy nyelv id6bonyolultsaga
konstans szorzotol nem fiigg, és itt a felsd korlatban ¢, k és m konstansok, kovetkezik,
hogy ha f(n) > logn és L € DSPACE(f(n)), akkor L € DTIME((m + 1)/™). Tehat

DSPACE(f(n)) € |J DTIME(cf/™).

3.3.2. Tétel. Van olyan f(n) figguény, hogy minden eldonthetd nyelv benne van a
DTIME(f(n)) osztdlyban.

Bizonyitas: Osszesen csak megszamlalhaté sok Turing-gép van, igy persze az olyan
Turing-gépek halmaza is megszamlalhato, melyek minden bemenetre megéllnak. Le-
gyen ezek egy felsorolasa T, Ts, . ... Definiadljuk f-et a kdvetkezGképpen:
f(n):= max timer, (n).

Ha £ eldénthetd, akkor van olyan j, hogy T; eldonti L-et, n > j esetén timer, (n) < f(n)
idében. De ekkor (egy korabbi megjegyzés szerint) van olyan 7" Turing-gép is, mely
minden n-re legfeljebb f(n) id6ben donti el L-et. O

Egy eldonthetd nyelv idg-bonyolultséga (és ezért, a fentiek miatt, a tar-bonyolultsaga
is) akdrmilyen nagy lehet. Pontosabban:
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3.3.3. Tétel. Minden kiszdmithato f(n) figgvényhez van olyan eldinthetd L nyelv,
mely nem eleme DTIME(f(n))-nek.

Megjegyzés. Ebbdl persze rogton kovetkezik, hogy az elézd tételben konstruélt f
fiiggvény nem kiszamithato.

Bizonyitas: A bizonyitas hasonldé annak bizonyitasahoz, hogy a megallasi probléma
eldonthetetlen. Feltehetjiik, hogy f(n)>n. Legyen T egy kétszalagos univerzalis Turing-
gép és alljon £ mindazokbdl az x szavakbol, melyekre igaz az, hogy T' két szalagjara
z-et frva, T legfeljebb f(]z|)? lépésben megall. Nyilvanvalo, hogy £ eldénthets, mivel
f(n)? is kiszamithato egy tijabb szalagon, és lépésenként eggyel csokkentve csak észre
kell venni, ha 0 lett.

Tegytik fel marmost, hogy LEDTIME( f(n)). Ekkor van olyan Turing-gép (valahany,
mondjuk k szalaggal), mely L-et f(n) id6ben eldonti. Ebbél a korabban emlitett modon
(az 22 tétel) csindlhatunk olyan egyszalagos Turing-gépet, mely L-et cf(n)? idében
eldonti. Modositsuk a gépet gy, hogy ha egy z sz6 L-ben van, akkor miikédjon a
végtelenségig, mig ha x € ¥j— L, akkor alljon meg. Legyen ez a gép S, ez szimulalhato
T-n valamely pg (csak S-t6l fiiggs konstans hosszi) programmal ugy, hogy T az (z, ps)
bemenettel akkor és csak akkor all meg, ha S az x bemenettel megall, és ilyenkor
cs-c- f(|x])? 1épésen beliil all meg. Nyilvan van olyan ny szam, hogy n > ng esetén
cs-c-f(n)?2< f(n)3. A ps program végére egy kis elkiilonithets szemetet irva, kapunk egy
p programot, mellyel T szintén szimulalja S-et (ugyanannyi id6ben, mivel a szemetet
sose olvassa el), de [p| > ny.

Marmost 2 eset lehetséges. Ha p € £, akkor — L definici6ja miatt — a T gép mindkét
szalagjara p-t irva, az f(|p|)® idén beliil megéll. Mivel a p program S-et szimulalja,
kovetkezik, hogy S a p bemenettel f(|p|)? id6n beliil megall. Ez azonban lehetetlen,
mert S L-beli bemenetre egyaltaldban nem &ll meg.

Masrészt ha p ¢ L, akkor — S konstrukcioja miatt — az S gép elsé szalagjara p-t
irva, az cf(|p|)? id6 alatt megall. Igy T is megall f(|p|)® id6 alatt. De akkor p € £ az L
nyelv definici6ja miatt.

Ez az ellentmondas mutatja, hogy £ ¢ DTIME(f(n)). O

Egy f:7Z, — Z, figgvényt teljesen iddkonstrudlhatonak neveziink, ha van olyan
T Turing-gép, mely minden n hosszi bemeneten pontosan f(n) lépést végez. Ennek a
furcsa definicionak értelme az, hogy teljesen idGkonstrualhato fliggvényekkel konnyen
lehet Turing-gépek 1épésszaméat korlatozni: Ha van egy Turing-gépiink, mely minden
n hosszusagi bemeneten pontosan f(n) lépést végez, akkor ezt beépithetjiik barmely
més Turing-gépbe, mint 6rat: szalagjaik a bemenet-szalag kivételével kiilonbozéek, és
az egyesitett Turing-gép minden lépésben mindkét gép miikodését végrehajtja.

Nyilvanvalo, hogy minden teljesen idGkonstrualhato fiiggvény kiszamithato. Més-
részt konnyen lathato, hogy n?, 2" n! és minden ,¢sszert” fiiggvény teljesen idskonst-
rualhato. Az alabbi lemma altaldban is garantalja sok teljesen idSkonstrualhaté fiigg-
vények létezését.

Nevezzik az f:7Z,—7Z, figgvényt jol szimolhatonak, ha van olyan Turing-gép, mely
f(n)-et az n bemeneten O(f(n)) id6 alatt kiszamitja. Ezek utan konnyen bizonyithato
az alabbi lemma:

3.3.4. Lemma. a) Minden jol szamolhato f(n) figgvényhez van olyan teljesen idd-
konstrudlhato g(n) fliggvény és ¢ konstans, melyre f(n) < g(n) <c- f(n).
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b) Minden teljesen iddékonstrudlhato g(n) figguényhez van olyan jol szamolhato f(n)
figguényés ¢ konstans, melyre g(n) < f(n) <c-g(n).

c) Minden kiszamithato f figguényhez van olyan teljesen idékonstrudlhato g figg-
vény, melyre f < g. ]

3.3.3. Feladat. Bizonyitsuk be ezt a lemmdt.

E lemma alapjén a legtobb esetben egyforman hasznalhatjuk a teljesen idékonst-
rualhato és a jol szamolhato fliggvényeket. A szokast kdvetve az el6bbit hasznaljuk.

A B33 tétel bizonyitasanak tovabbi finomitasaval (felhasznalva az [[2l alfejezet
2.8 feladatanak allitasat) igazolhato a kovetkezs:

3.3.5. Tétel (Ids-hierarchia tétel). Ha f(n) teljesen idékonstrudlhato és g(n)-log g(n)
= o(f(n)), akkor van olyan nyelv DTIME(f(n))-ben mely nem tartozik DTIME(g(n)
be.

3.3.4. Feladat. Bizonyitsuk be ezt a tételt.

Azt mondja ez a tétel, hogy ,tobb” id6ben tébbet tudunk kiszdmolni, ha a ,tobb”
fogalmat jol definidljuk. Megjegyezziik, hogy az analég Tar-hierarchia tétel még éle-
sebben igaz, elég a g(n) = o( f(n)) felteves.

Az f(n) figgvény teljesen id6konstrualhato volta igen fontos szerepet jatszik az
el6z6 tételben. Ha ezt elejtjiik, akkor tetszélegesen nagy ,hézag” lehet f(n) ,alatt”,
amibe nem esik semmilyen nyelv idé-bonyolultsaga:

D\_/

3.3.6. Tétel (Hézag tétel). Minden kiszdmithato ¢(n) > n figguényhez van olyan ki-
szamithato f(n) figgvény, hogy

DTIME(6(f(n))) = DTIME(f (n).
Van tehat olyan kiszamithato f fiiggvény, melyre
DTIME(f(n)?) = DTIME(f(n)),
s6t olyan is, melyre
DTIME(2%'") = DTIME(f(n)).
Erdemes megjegyezni, hogy ezek szerint olyan kiszamithato f fiiggvény is van, melyre
DTIME(f(n)) = DSPACE(f(n)).

Bizonyitas: Rogzitsiink egy kétszalagos univerzalis Turing-gépet. Jelolje 7(x, y) azt az
id6t, amennyit T az els6 szalagra z-et, a masodikra y-t irva szamol. (Ez lehet végtelen
is.) A bizonyitas lelke az alabbi konstrukcio.

3.3.7. Allitas. Van olyan h kiszdmithato fiigguény, hogy minden n > 0-ra és minden
x,y € Xg-ra, ha |2/, |y| <n akkor vagy 7(z,y) < h(n) vagy 7(z,y) > (¢(h(n)))’.

Ha a

b(n) = max{7(z,y) : x|, ly| <n,7(z,y) véges}
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fiiggvény kiszamithato volna, akkor ez trividlisan megfelelne a feltételeknek. Ez a fiigg-
vény azonban nem kiszamithato (feladat: bizonyitsuk be!). Ezért a kovetkezd ,konst-
ruktiv valtozatat” vezetjiik be: adott n-re induljunk ki a ¢t =n+1 id6korlatbol. Ren-
dezziik az Osszes (z,y) € 35, |x|, |y| <n part egy sorba. Vegyiik a sor els6 (z,y) elemét,
és futtassuk a gépet ezzel a bemenettel. Ha ¢ id6n belil megall, akkor az (z,y) part
dobjuk ki. Ha s lépésben megéll, ahol ¢t < s < ¢(t)3, akkor legyen ¢ := s és az (z,y)
part megint csak dobjuk ki. (Itt kihasznaltuk, hogy ¢(n) kiszamithato.) Ha a gép még
#(t) 1épés utan sem allt le, akkor &llitsuk meg és tegyiik az (z,y) part a sor végére.
Ha a soron egyszer végigmentiink anélkiil, hogy egyetlen part is kidobtunk volna, ak-
kor alljunk meg, és legyen h(n) :=t. Ez a fiiggvény nyilvan rendelkezik az allitasban
megfogalmazott tulajdonsaggal.
Megmutatjuk, hogy az igy definialt h(n) fiiggvényre

DTIME(h(n)) = DTIME(¢(h(n)).

Tekintsiink evégett egy tetszéleges £ € DTIME(¢p(h(n))) nyelvet (a masik irdnyu tar-
talmazas trivialis). Megadhato ehhez tehat egy olyan Turing-gép, mely L-et ¢(h(n))
idében eldonti. Megadhato ezért olyan egyszalagos Turing-gép, mely L-et ¢(h(n))?
id6ben eldonti. Ez az utébbi Turing-gép szimulalhaté az adott 7" univerzalis gépen, ha
annak maésodik szalagjara valamilyen p programot frunk, |p|-¢(h(n))? idében. Igy ha
n elég nagy, akkor T minden (y,p)(|y| < n) alakt bemeneten legfeljebb ¢(h(n))? ideig
dolgozik (itt kihasznaltuk, hogy ¢(n) >n és h(n) >n). Ekkor azonban h(n) definicioja
miatt minden ilyen bemeneten legfeljebb h(n) ideig dolgozik. Tehat ez a gép az adott
programmal (amit beletehetiink a vezérlGegységbe, ha akarjuk) h(n) id6 alatt eldonti
az L nyelvet, vagyis £ € DTIME(h(n)). O

A tétel kovetkezményeként latjuk, hogy van olyan kiszamithato f(n) fiiggvény, hogy
DTIME((m+1)"™) = DTIME(f(n)),
és igy
DTIME(f(n)) = DSPACE(f(n)).

Egy adott feladatra altalaban nincsen ,legjobb” algoritmus, s6t a kdvetkezd megleps
tétel igaz.

3.3.8. Tétel (Gyorsitasi tétel). Bdrmely kiszamithato g(n) figguényhez létezik olyan
eldonthetd L nyelv, hogy minden L-et eldontd T Turing-géphez létezik olyan L-et el-
donté S Turing-gép, melyre g(timeg(n)) < timer(n).

A Linearis Gyorsitési tétel minden nyelvre vonatkozott; ez a tétel csak a létezé-

sét mondja ki tetszélegesen , gyorsithatd” nyelvnek. Altalaban egy tetszéleges nyelvre
linearisnal jobb gyorsitds nem varhato.
Bizonyitas: A bizonyitas lényege az, hogy minél bonyolultabb gépeket engediink meg,
annal tobb informaciot , beégethetiink” a vezérlsegységbe. Igy a gépnek csak a hosszabb
bemenetekkel kell ,érdemben” foglalkoznia, és a nyelvet tigy akarjuk megcsinélni, hogy
ezeken egyre konnyebb legyen. Nem lesz elég azonban csak a ,rovid” szavak L-hez
tartozasat vagy nem tartozésat beégetni, hanem ezekrsl tobb informéciora is sziikség
lesz.
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Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy g(n) > n, és hogy g teljesen
idékonstrualhato fiiggvény. Definialjunk egy h fliggvényt a

h(0) =1, h(n) = (g(h(n—1)))*

rekurzioval. Kénnyen lathato, hogy h(n) monoton névekvs (sét nagyon gyorsan novek-
v6), teljesen idgkonstrualhato fliggvény. Rogzitsiink egy univerzélis Ty Turing-gépet
példaul két szalaggal. Jelolje 7(z,y) azt az id6t, amit Ty az (x,y) bemeneten dolgozik
(ez lehet végtelen is). Nevezzik az (x,y) part (z,y € Xf) ,gyorsnak”, ha |y| < |z| és
(x,y) < h(lz[—y|).

Legyen (x1, 2o, .. .) a szavak pl. lexikografikus sorbarendezése; kivalasztunk bizonyos
i indexekre egy-egy y; szot a kovetkezSképpen. Az ¢ = 1,2, ... indexekre sorba nézziik
meg, hogy van-e olyan y sz6, melyre (x;,y) gyors, és melyet még nem valasztottunk ki;
ha van ilyen, legyen y; egy legrévidebb. Alljon £ mindazon z; szavakbol, melyekre y;
létezik, és a Ty Turing-gép az (z;,y;) bemeneten azzal all le, hogy elsé szalagjan a ,0”
szo all. (Vagyis melyeket Ty az y; programmal nem fogad el.)

Elgszor is belatjuk, hogy L eldonthets, s6t minden k természetes szamra x € L
eldonthets h(n — k) lépésben (ahol n = |z|), ha n elég nagy. Az z; szorol eldonthetjiik
azt, hogy benne van-e, ha eldontjiik, hogy y; létezik-e, megtalaljuk y;-t (ha létezik), és
az (x;,y;) bemeneten futtatjuk a 7; Turing-gépet h(|x;| —|y;|) ideig.

Ez az utoébbi mar magaban tul sok, ha |y;| < k; ezért azokrol az (x;,y;) parokrol,
melyekre |y;| < k, listat készitiink (ez rogzitett k-ra rogzitett véges lista), és ezt elhe-
lyezziik a vezérlGegységben. Ez tehat azzal kezdi, hogy az adott x sz6t megnézi, nincs-e
ebben a listaban egy par els6 elemeként, és ha benne van, elfogadja (ez az x elolvasésan
feliil csak 1 1épés!).

Tegyiik fel tehat, hogy x nincs a listdban és x = x;. Ekkor y;, ha létezik, k-nal
hosszabb. Kiprobalhatjuk az 6sszes (z;,y) bemenetet (k <|y| <|z;| <n), hogy ,.gyors’-
e, és ehhez csak |Z[*"t1.h(n—k—1) id6 kell (beleértve h(|z|— |y|) kiszamitasat is). Ha
ezt ismerjiik, akkor y; is megvan, és azt is latjuk, hogy Ty elfogadja-e az (z;,y;) part.
A h(n) fiiggvény olyan gyorsan nd, hogy ez kisebb, mint h(n—k).

Masodszor azt igazoljuk, hogy ha egy y program a Tj gépen eldonti az £ nyelvet
(vagyis minden x € ¥*-ra megéll, és els6 szalagjara 1-et vagy O-t ir aszerint, hogy =
a L nyelvben van-e), akkor y nem lehet egyenls egyik kivalasztott y; szoval sem. Ez
a szokasos ,diagonalizalasi” gondolatmenettel kovetkezik: ha y; = y, akkor vizsgaljuk
meg, hogy x; a L nyelvben van-e. Ha igen, akkor Ty-nak az (z;,y;) parra ,17-et kell
eredményiil adnia (mert y = y; eldonti L-et). De ekkor £ definici6ja szerint z;-t nem
tessziik bele. Megforditva, ha x;¢ L, akkor azért maradt ki, mert Ty az (x;, y;) bemenetre
,»,17-et ad valaszul; de ekkor x; € £, mert az y=y; program eldonti L-et. Mindkét esetben
ellentmondast kapunk.

Harmadszor belatjuk, hogy ha az y program a T gépen eldonti L-et, akkor csak
véges sok x szora lehet (x,y) ,gyors”. Tegyiik fel, hogy (x;,y) ,gyors”. Mivel az y;
valasztasakor y rendelkezésre allt (nem volt korabban kivalasztva), ezért erre az i-re
kellett, hogy vélasszunk y;-t, és a ténylegesen kivalasztott y; nem lehetett hosszabb,
mint y. Igy ha (z;,y) gyors valamely j-re, akkor |y;| <|y|, ami csak véges sok lehet&ség.

Ezek utan tekintsiink egy tetszGleges L-et eldonté T Turing-gépet. Ehhez csinal-
hatunk olyan egyszalagos T} Turing-gépet, mely ugyancsak L-et donti el, és melyre
timer, (n) < (timep(n))?. Mivel Ty univerzalis gép, van olyan y program, mellyel Tj
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a Ti-t szimulalja, gy, hogy (legyiink békeziiek) 7(z,y) < (timez(]z]))® minden elég
hosszt x széra. A fent bizonyitottak szerint azonban véges sok = kivételével 7(z,y) >
> h(jz|—1yl), és fgy timer(n) > (h(n—|y]))'"*.

Igy a fent megkonstruélt S Turing-gépre, mely L-et h(n— |y| —1) lépésben eldonti,
fennall

timer(n) > (h(n—|y|))"* > g(h(n—Jy| - 1) > g(times(n)). N



4. fejezet

Nemdeterminisztikus algoritmusok

Ha egy algoritmus megold egy problémat, akkor (implicite) arra is bizonyitékot szol-
galtat, hogy a vélasza helyes. Néha sokkal egyszertibb (révidebb, attekinthetébb) bizo-
nyiték is kaphato, mint amelyet az algoritmus figyelemmel kisérésével kapunk. Példaul
a ,magyar modszer” az altala megtalalt parositas maximalitasara a Kénig-tételen ke-
resztil szolgaltat egyszert bizonyitékot: egy, a pérositassal azonos elemszamu lefogd
ponthalmazt (v6. a 33 tétellel).

Meg is fordithatjuk ezt, és vizsgalhatjuk a bizonyitékot anélkiil, hogy torédnénk
vele, hogy hogyan lehet megtalalni. Ennek a szemléletnek tobb iranyban van haszna.
Egyrészt, ha mar tudjuk, hogy a kivant algoritmusnak milyen jellegi bizonyitékot kell
szolgaltatnia, ez segithet az algoritmus megalkotasaban is. Mésrészt, ha tudjuk, hogy
egy feladat olyan, hogy a valasz helyességének bizonyitéka sem adhatdé meg pl. adott
id6n (vagy téron) beliil, akkor az algoritmus bonyolultsagara is also6 becslést kapunk.
Harmadszor, aszerint osztalyozva a feladatokat, hogy mennyire konnyd a valaszra a
helyességét rabizonyitani, igen érdekes és alapvets bonyolultsagi osztalyokat kapunk.

Ezzel a gondolattal, melyet nemdeterminizmusnak neveznek, tobb fejezetben is fo-
gunk talalkozni.
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4.1. Nemdeterminisztikus Turing-gépek

Egy nemdeterminisztikus Turing-gép csak annyiban kiilonbozik egy determinisztikus-
tol, hogy minden helyzetben a vezérlGegység allapota és a fejek altal leolvasott je-
lek tobb lehetséges lépést is megengedhetnek. Pontosabban: egy nemdeterminisztikus
Turing-gép egy T' = (k, X, T, @) rendezett 4-es, ahol k > 1 egy természetes szam, 3 és
" véges halmazok, * € ¥, START, STOPeT (eddig ugyanugy, mint a determinisztikus
Turing-gépnél), és

O C(IxIM) x (IxTFx{-1,0,1}")

tetszGleges relacio. A gép egy legdlis szamoldsa 1épéseknek egy sorozata, ahol minden
lépésben (ugyanugy, mint a determinisztikus Turing-gépnél) a vezérlGegység uj allapot-
ba megy at, a fejek 14j jeleket irnak a szalagokra, és legfeljebb egyet 1épnek jobbra vagy
balra. Ekézben fenn kell allni a kdvetkezGknek: ha a vezérlGegység allapota a 1épés elGtt
g € I' volt, és a fejek a szalagokrol rendre a hq, ..., hy € X jeleket olvastak, akkor az 1j
¢ allapotra, a leirt b}, ..., h} jelekre és a fejek 1, ..., e, € {—1,0,1} lépéseire teljesiil:

(g,hl,...,hk,g,,hll,...,h;c,é‘l,...,é‘k)E(I).

Egy nemdeterminisztikus Turing-gépnek ugyanazzal a bemenettel tehat sok kiillonb6z6
legalis szamolasa lehet.

Akkor mondjuk, hogy a T nemdeterminisztikus Turing-gép t idében elfogadja az
x € Xf sz6t, ha az els6 szalagjara x-et, a tobbire az iires szot irva, van a gépnek ezzel
a bemenettel olyan legalis szamolédsa, mely legfeljebb ¢ 1épésbdl all, és megallaskor az
elsé szalag 0 poziciojaban az ,,1” jel all. (Lehetnek tehat mas legalis szamolasok, melyek
sokkal tovabb tartanak, esetleg meg sem allnak, vagy a szot elutasitjak.) Hasonloan
definialjuk azt, ha a gép az L nyelvet s tar felhasznalasaval fogadja el.

Azt mondjuk, hogy a T' nemdeterminisztikus Turing-gép felismeri az LCY* nyelvet,
ha £ pontosan azokbdl a szavakbol all, melyeket T' elfogad véges id6ben. Ha ezenfeliil
a gép minden x € L szot f(|x|) id6ben elfogad (ahol f:Z, — Z,), akkor azt mondjuk,
hogy a gép L-et f(n) id6ben ismeri fel (hasonloan definidljuk az f(n) tarral valo felis-
merhetdséget). Az f(n) idében [tarral] nemdeterminisztikus Turing-géppel felismerhetd
nyelvek osztalyat NTIME (f(n)) [NSPACE(f(n))] jeloli.

A determinisztikus osztalyoktol eltéréen, egy L nyelv nemdeterminisztikus felis-
merhetdsége nem jelenti, hogy a komplementer nyelv (3§ — L) is felismerhets (alabb
latni fogjuk, hogy erre minden felsorolhat6, de nem eldénthets nyelv példa). Ezért
bevezetjiik a co-NTIME(f(n)) és co-NSPACE(f(n)) osztalyokat: egy £ nyelv akkor
és csak akkor tartozik a co-NTIME(f(n)) [co-NSPACE(f(n))] osztalyba, ha a ¥§— L
komplementer nyelv az NTIME(f(n)) [NSPACE(f(n))| osztalyba tartozik.

Megjegyzések. 1. Természetesen a determinisztikus Turing-gépek specialis nemde-
terminisztikus Turing-gépeknek is tekinthetsk.

2. A nemdeterminisztikus Turing-gépekkel nem kivanunk semmilyen val6di szamoldesz-
kozt sem modellezni; ezek a gépek bizonyos értelemben a feladatok pontos kitizésének
és nem a megoldasanak eszkozei. Példaul az a feladat, hogy ,yvan-e egy grafban Hamilton-

s stz
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3. A nemdeterminisztikus Turing-gép egy szituacidban tobbféle 1épést tehet; ezeken
nem tételeztiink fel semmilyen valoszintiségeloszlast, tehét nem beszélhetiik egy szamo-
las valoszintiségérdl. Ha ezt tennénk, akkor a randomizalt Turing-gépekrol beszélnénk,
melyekrdl az Bl fejezetben lesz sz6. Fzek, a nemdeterminisztikus gépekkel ellentétben,
gyakorlatilag is fontos szamitasi eljarasokat modelleznek.

4. Emlitettiik, hogy ha egy nemdeterminisztikus Turing-gép egy adott bemenetet t
lépésben elfogad, akkor lehetnek sokkal hosszabb, akir végtelen legélis szamolésai is.
Ha a t idSkorlat a bemenet hosszanak jol szdmolhat6 fliggvénye, akkor betehetiink a
gépbe egy ,0rat”, mely a szamolast ¢ 1épés utan leallitja. Igy modosithatnank a definiciot
ugy, hogy minden legalis szamolas legfeljebb t idejt, és ezek koziil legalabb egy elfogadja
a szot.

4.1.1. Tétel. A nemdeterminisztikus Turing-géppel felismerhetd nyelvek pontosan a
felsorolhato nyelvek.

Bizonyitas: Tegyiik fel elgszor, hogy az L nyelv felsorolhat6. Ekkor a2.1.1l lemma
szerint van olyan T" Turing-gép, mely akkor és csak akkor all meg véges id6 mulva egy
x bemeneten, ha x € £. Moédositsuk T-t tgy, hogy ha megall, akkor elGtte irjon az elsé
szalag 0 mezejére 1-est. Nyilvan T-nek akkor és csak akkor van z-et elfogado legalis
szamolasa, ha x € L.

Megforditva, tegyiik fel, hogy L felismerheté egy nemdeterminisztikus 7" Turing-
géppel, megmutatjuk, hogy felsorolhato. Feltehetjiik, hogy £ nem iires, és legyen a € L.
Alljon £# a T Turing-gép Osszes véges legalis szamolasaibol (1épésrél-lépésre leirva
alkalmas kodolasban, hogy mi a vezérlGegység allapota, melyik fej hol van, mit olvas,
mit {r, merre 1ép). Nyilvanvalo, hogy £# eldénthets. Legyen S egy olyan Turing-gép,
mely egy y bemenetre eldonti, hogy az £#-ben van-e, és ha igen, akkor olyan legalis
szamolast ir-e le, mely egy x szot elfogad. Ha igen, nyomtassa ki az x szot; ha nem,
nyomtassa ki az a szét. Nyilvanvalo, hogy az S altal definialt kiszamithato fliggvény
értékkészlete éppen L. O
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4.2. Nemdeterminisztikus algoritmusok bonyolultsaga

Rogzitsiink egy véges 2o abécét, és tekintsiink egy efeletti £ nyelvet. ElGszor azt vizsgal-
juk meg, hogy mit is jelent, ha £ nemdeterminisztikus Turing-géppel bizonyos idében
felismerhets. Megmutatjuk, hogy ez azzal fligg 6ssze, hogy mennyire egyszerii ,rabizo-
nyitani” egy szora, hogy L-ben van.

Azt mondjuk, hogy L-nek tanija az Ly nyelv, amennyiben x € £ akkor és csak
akkor, ha van olyan y € X sz6, hogy z&y € Ly (itt & egy 1j jel, mely az x és y szavak
elvalasztasara szolgal).

Pontosabban, az £ nyelvnek f(n) hosszisdgi, g(n) idejd tanija az Ly nyelv, ha
tanja, ¢s egyrészt Lo € DTIME(g(n)), mésrészt minden = € L£-re van olyan y € 3 sz0,
hogy |y| < f(ja]) & a&ey € Lo,

4.2.1. Tétel. Legyen f jol szamolhato fiigguény és g(n) > n.
a) Minden £ € NTIME(f(n)) nyelonek van O(f(n)) hosszisdgi, linedris idejd ta-

nuja.
b) Ha egy L nyelvnek van f(n) hosszisdgu, g(n) idejd tanija, akkor
£ € NTIME(g(n+1+ f(n))).

Bizonyitas: a) Legyen T az L nyelvet f(n) id6ben felismeré nemdeterminisztikus
Turing-gép, mondjuk két szalaggal. A .11l tétel bizonyitasanak mintajara, rendeljiik
hozza minden x € £ szohoz a T' egy olyan legélis szdmolasanak a leirasat, mely x-et
f(Jz|) id6ben elfogadja. Nem nehéz olyan Turing-gépet csinalni, mely egy N hosszisagi
leirasrol O(N) 1épésben eldonti, hogy az egy legélis szamolés leirasa-e, és ha igen, akkor
ez a szamolas az = szot fogadja-e el. Igy az z-et elfogado legélis szamolasok leirasai
alkotjék a tanit.

b) Legyen Ly az L nyelv f(n) hosszisagn, g(n) idejd tandja, és tekintsiink egy
olyan S determinisztikus Turing-gépet, mely Lo-t g(n) idében eldonti. Konstrualjunk
egy nemdeterminisztikus 7" Turing-gépet, mely a kovetkez6t teszi. Ha elsé szalagjara
x van irva, akkor eldszor (determinisztikusan) kiszamitja f(|z|) értékét, és ennyi 1-est
ir a masodik szalagra. Ezutan x végére ir egy & jelet, majd dtmegy az egyetlen olyan
allapotba, melyben miikddése nemdeterminisztikus. Ennek soran egy legfeljebb f(|x])
hosszisagn y szot ir az & sz6 utan. Ezt gy teszi, hogy amig a masodik szalagon
l-est olvas, |Xg| + 1 legalis lépése van: vagy leirja az abécé valamely betijét az els
szalagra, jobbra lép az els§ szalagon, és balra a mésodik szalagon, vagy nem ir semmit,
hanem atmegy egy uj START2 allapotba. Ha a masodik szalagon iires mez6t olvas,
mindenképpen a START?2 allapotba megy &t.

A START?2 allapotban a gép az elsé szalagon a kezdémezdére allitja a fejet, letorli a
masodik szalagot, majd az S Turing-gépnek megfelelGen miikodik.

Ennek a T gépnek akkor és csak akkor van z-et elfogadoé legalis szamolasa, ha
van olyan legfeljebb f(|x|) hosszusagu y € ¥ sz0, melyre S az x&y szot elfogadja,
vagyis ha x € L. Nyilvanvalo, hogy ennek a legélis szamolésnak a lépésszama legfeljebb

O (f(leD)+g (Jz[+ 1+ f([z])) = O (g (Je| + 1+ f(|])))- O

4.2.2. Kovetkezmény. Tetszéleges L C X nyelvre az alabbi tulajdonsdgok ekvivalen-
sek:
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i) L felismerhetd nemdeterminisztikus Turing-gépen polinomidlis idében.
it) L-nek van polinomidlis hosszusdgi és idejd tanija. Il

Megjegyzés. Bizonyitas, s6t pontos megfogalmazas nélkiil megemlitjiik, hogy ezek
a tulajdonsagok azzal is ekvivalensek, hogy az L nyelvnek adhaté a halmazelmélet
axiomarendszerében olyan definicidja, hogy minden x € L széra az az allitas, hogy ,,x €
€ L7, bebizonyithat6 a halmazelmélet axiomaibol |z|-ben polinomialis szamu lépésben.

A 22 kovetkezményben kimondott tulajdonséggal rendelkezé nyelvek osztalyat
NP-vel jeloljik. Azon £ nyelvek, melyekre 3§ — £ € NP, alkotjdk a co-NP osztalyt.
A kovetkezd alfejezetben latni fogjuk, ezek az osztalyok alapvetéek, a gyakorlat szem-
pontjabol fontos algoritmikus probléméak nagy részét tartalmazzak.

Mint emlitettiik, ezeknél a feladatosztélyoknél nem a feladat megoldasa, hanem
kittizése konnyti: szdmos fontos nyelv a tantjaval van megadva, pontosabban, a tanu
definiciojaban szereplé Ly nyelv és f(n) fliggvény altal (erre sok példat fogunk latni
a kovetkezd pontban). Ilyen esetben nemcsak azt kérdezhetjiik, hogy egy adott x szo6
L-ben van-e (vagyis, hogy létezik-e olyan y, hogy |y| < f(n) és az&y € L), hanem
igen gyakran szeretnénk egy ilyen y-t el6 is allitani. Ezt a feladatot az £ nyelvhez
tartozo keresd feladatnak nevezziik. Természetesen egy nyelvhez sok kiilonb6z§ keresé
feladat tartozhat. A keress feladatnak akkor is lehet értelme, ha a megfelel dontési
feladat trivialis. Példaul minden szamnak létezik primfelbontéasa, de ezt nem konnyt
megtalalni.

Mivel minden determinisztikus Turing-gép tekintheté nemdeterminisztikusnak,
nyilvanval6, hogy

DTIME(f(n)) € NTIME(f(n)).

Annak az analogidjara, hogy van felsorolhato, de nem eldonthetd nyelv (vagyis id6-
és tarkorlatozas nélkiil a nemdeterminisztikus Turing-gépek ,erésebbek”), azt varjuk,
hogy itt szigoru tartalmazas érvényes. Ez azonban csak nagyon speciélis esetekben van
bebizonyitva (pl. linearis fliggvények esetén Paul, Pippinger, Trotter és Szemerédi iga-
zoltak). A kovetkezo alfejezetekben részletesen targyalni fogjuk a legfontosabb specialis
esetet, a P és NP osztalyok viszonyat.

A nemdeterminisztikus id6- és tarbonyolultsagi osztalyok kozott az alabbi egyszert
Osszefiiggések allnak fenn:

4.2.3. Tétel. Legyen f jol szamolhato figguény. Ekkor
NTIME(f(n)) € DSPACE(f(n)) € NSPACE(f(n)) C UesoDTIME(2¢/(™).

Bizonyitas: A masodik tartalmazas trividlis, az els6hoz a konstrukcié lényege, hogy
egy nemdeterminisztikus Turing-gép Osszes legalis szamolasat egymés utéan kiprobal-
hatjuk gy, hogy mindig csak annyi helyet hasznélunk, amennyi egy szamolashoz kell;
ezenfeliil kell még némi hely annak nyilvantartasahoz, hogy hol tartunk az esetek ki-
probalasaban.

Pontosabban ez igy irhato le: Legyen T' egy olyan nemdeterminisztikus Turing-gép,
mely az £ nyelvet f(n) id6 alatt felismeri. Mint emlitettiik, feltehetjiik, hogy T' barmely
legalis szamolasa legfeljebb f(n) lépésbdl all, ahol n a bemenet hossza. Modositsuk T’
miikdését ugy, hogy (valamely x bemenetre) elészor mindig a lexikografikusan legelss
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legalis 1épést valassza (rogzitjiik I' és ¥ egy-egy rendezését, ekkor jol definiélt a legalis
lépések lexikografikusan rendezése). Adunk a gépnek egy 1j ,nyilvantartd” szalagot,
melyre felirja, hogy milyen legalis 1épéseket valasztott. Ha ez a szamolas nem végzos-
dik z elfogadaséaval, akkor a gép ne alljon meg, hanem a nyilvantart6 szalagon keresse
meg az utolsé olyan lépést (mondjuk ez a j-edik), amit megvaltoztathat lexikografi-
kusan nagyobbra, és hajtson végre egy legalis szamolast ugy, hogy a j-edik 1épésig a
nyilvantarté szalagon felirt legalis 1épéseket teszi, a j-edik 1épésben a lexikografikusan
rakovetkezGt, ezek utan pedig a lexikografikusan legels6t (és persze ennek megfelelen
irja at a nyilvantarto szalagot). A visszalépéseknél persze a T' szalagjainak a tartalmat
is vissza kell allitani, ez pl. konnyt, ha a nyilvantarté szalagra azt is felirjuk, hogy
egy-egy lépésben milyen bettiket irt at a gép.

A modositott, imméar determinisztikus Turing-gép az eredeti gép minden legalis
szamolésat végigprobalja, és kozben csak annyi tarat hasznal, mint az eredeti gép (ami
legfeljebb f(n)), plusz a nyilvantart6 szalagon hasznalt hely (ami ismét csak O(f(n)).

Végiil a harmadik tartalmazas belatasahoz legyen T' = (k, X, T', @) egy olyan nem-
determinisztikus Turing-gép, mely L-et f(n) tarral felismeri. Feltehetjiik, hogy T-nek
csak egy szalagja van. Végig akarjuk probalni T' 6sszes legélis szamolasat. Kicsit vi-
gyazni kell, mert T-nek egy legalis szamolasa akar 2¢/(™ lépésig tarthat, és igy akér
92¢/(" legalis szamolas lehet; ennyi szdmolas végigvizsgalasara mar nincs idénk.

Hogy a végigvizsgalast jobban szervezziik, a helyzetet egy graffal szemléltetjiik a
kovetkezSképpen. Rogzitsiik a bemenetek n hosszat. A gép egy helyzetén egy (g,p,h)
harmast értiink, ahol g€, —f(n) <p< f(n) és he X2 M1 A g allapot a vezérlSegység
allapota az adott lépésben, p szdm mondja meg, hogy hol van a fej, h pedig megadja
a szalagon levd jeleket (mivel csak legfeljebb f(n) téarigényid szamitéasok érdekelnek
minket, ezért elég 2 f (n)+1 mez6t tekinteni). Lathato, hogy a helyzetek szama legfeljebb
IT|f(n)| B2+ = 200(") Minden helyzetet kodolhatunk egy-egy ¥ feletti O(f(n))
hosszisagn szoéval.

Készitsiik el marmost azt az iranyitott G' grafot, melynek csticsai a helyzetek, és az
u cstiecsbol a v csticsba rajzoljunk nyilat, ha az u helyzetbdl a v helyzetbe a gép egy
legélis lépése vezet. Vegylink fel egy vy csiicsot, és huzzunk vy-hoz élt minden olyan
yhelyzetb6l”, melyben a gép a STOP allapotban van, és a szalagja 0-adik mezején 1 all.
Jeldlje u, az x bemenetnek megfelels induld helyzetet. Az x sz6 akkor és csak akkor
van L-ben, ha ebben az iranyitott grafban vezet u,-bél vg-ba iranyitott tt.

A G grafot 20U() idg alatt meg tudjuk konstrualni, majd (pl. szélességi keresés-
sel) O(|V(G)|?) = 2°U() idé alatt el tudjuk donteni, hogy tartalmaz-e u,-bél vo-ba
iranyitott utat. [

Az alabbi érdekes tétel azt mutatja, hogy a tarigényt nem csdkkenti nagyon lénye-
gesen, ha nemdeterminisztikus Turing-gépeket is igénybe vesziink:

4.2.4. Tétel (Savitch tétele). Ha f(n) jol szamolhato fiigguény, és f(n) >logn, akkor
minden £ € NSPACE(f(n)) nyelvhez van olyan ¢ > 0, hogy L € DSPACE(cf(n)?).

Bizonyitas: Legyen T'= (1, %, T', ®) egy olyan nemdeterminisztikus Turing-gép, mely
L-et f(n) tarral felismeri. Tekintsiik az el6z6 bizonyitasban leirt G grafot; el akarjuk
donteni, hogy tartalmaz-e u,-b6l vo-ba iranyitott utat. Természetesen ezt a grafot nem
akarjuk teljes egészében megkonstrualni, mert igen nagy. Ezért gy tekintjiik, hogy egy
yorakulummal” van megadva. Ez itt most annyit tesz, hogy két pontrol egyetlen lépés-
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ben el tudjuk donteni, hogy vezet-e kozottiik él. Pontosan ez igy fogalmazhatd meg:
Bévitsiik ki a Turing-gépek definiciojat. Egy ordkulumos Turing-gépen olyan Turing-
gépet értiink, melynek egy kiilon specialis szalagjat az orakulum szamara foglaljuk le. A
gépnek van még harom kiilénleges allapota, ,ORAKULUM-KERDES”, ,ORAKULUM-
IGEN” és ,ORAKULUM-NEM”. Ha a gép az ,ORAKULUM-KERDES” allapotba jut,
akkor a kovetkezs allapota vagy az ,ORAKULUM-IGEN”, vagy az ,ORAKULUM-
NEM?” lesz attol fliggden, hogy az ordkulum-szalagjan levs u, v cstcsnevekre vezet-e él
u-bol v-be.

4.2.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy ordkulummal adott eqy G' irdnyitott graf at hosszisdgu
szavak halmazdn. Ekkor létezik olyan ordkulumos Turing-gép, mely adott u, v csiucsok-
hoz és q természetes szamhoz legfeljebb O(qt+qlogq) tdr felhaszndldsdval eldonti, hogy
vezet-e G-ben u-bol v-be legfeljebb 2 hosszusdgi irdnyitott 1it.

A megszerkesztendd Turing-gépnek két szalagja lesz az orakulum-szalagon kiviil.
Indulaskor az els szalag az (u, q) part, a méasodik a (v, ¢) part tartalmazza. A Turing-
gép miikédése soran mindkét szalag néhany (x, r) part fog tartalmazni, ahol x egy cstcs
neve, r < q pedig egy természetes szam.

Legyen (z,7) és (y, s) a két szalagon 1év6 utolso par. A gép arra keres valaszt, hogy
z-b8l y-ba vezet-e legfeljebb 27 hosszisagu tt, ahol p = min{r, s}. Ha p =0, akkor a
valasz egy orakulum-kérdéssel megvalaszolhato. Egyébként az els§ szalag végére egy
(w, m) part irunk, ahol m=p—1, w pedig egy cstcs neve, és rekurzive meghatéarozzuk,
hogy van-e w-bdl y-ba legfeljebb 2™ hosszusagu ut. Ha van, felirjuk (w, m)-et a masodik
szalag végére, letoroljiik az els6 szalag végérdl, és meghatarozzuk, hogy van-e z-bdl w-
be legfeljebb 2™ hosszusagu ut. Ha van, akkor letoroljitk (w,m)-et a mésodik szalag
végérdl: tudjuk, hogy van x-bdl y-ba legfeljebb 2P hosszusagi ut. Ha akar x és w, akar
w és y kozott nincsen legfeljebb 2™ hosszusdgua 1t, akkor a lexikografikusan kévetkezd
w-vel probalkozunk. Ha mar minden w-t végigprobaltunk, tudjuk, hogy z-bél y-ba nem
vezet legfeljebb 2P hosszusagu tut.

Konnyt belatni, hogy mindkét szalagon a felirt parok masodik elemei balrél jobbra
csokkennek, és igy a szalagokra legfeljebb ¢ par keriil. Egy par O(t+1log q) jelet igényel,
igy a felhasznalt tar csak O(qt+ qlog q). Ezzel a lemméat bebizonyitottuk.

Visszatérve a tétel bizonyitasahoz, vegyiik észre, hogy az, hogy a G graf két csicsa
kozott vezet-e €l tar igénybevétele nélkiil konnyen eldonthetd; ezt az eldontést ugy is
tekinthetjiik, mint egy ordkulumot. Igy a Lemma alkalmazhato ¢, ¢ = O( f (n)) értékek-
kel, és azt kapjuk, hogy legfeljebb ¢t +qlogq = O(f(n)z) tarral eldonthets, hogy egy
adott u, pontbdl vezet-e irdnyitott Ut vg-ba, vagyis, hogy az x sz6 L-ben van-e. Il

Mint megjegyeztiik, igen a fontos a polinomialis tarral determinisztikus Turing-
gépen eldonthets nyelvek PSPACE osztalya. Kézenfekvs volna bevezetni az NPSPACE
osztalyt, mely a polinomidlis tarral nemdeterminisztikus Turing-gépen felismerhetd
nyelvek osztalya. Savitch tételének alabbi kovetkezménye mutatja azonban, hogy ez
nem vezetne 1j fogalomhoz:

4.2.6. Kovetkezmény. PSPACE = NPSPACE. [
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4.3. Példak NP-beli nyelvekre

A tovabbiakban, ha grafot mondunk, akkor t6bbszoros és hurokél nélkiili, an. egyszeri
grafot értiink alatta. Egy ilyen graf egyértelmten leirhaté adjacencia-matrixanak f6atlo
feletti részével, mely sorfolytonosan irva egy {0,1}*-beli szot alkot. Igy grafok egy tu-
lajdonsagat ugy tekinthetjiik, mint egy {0,1} feletti nyelvet. Beszélhetiink tehat arrol,
hogy egy graf-tulajdonsag NP-ben van. (Vegyiik észre, hogy ha a grafot més szoka-
sos modon adnank meg, példaul dgy, hogy minden pontra megadjuk szomszédainak a
listajat, akkor a graf-tulajdonsagok NP-beli volta nem valtozna. Ezeket a reprezentaci-
Okat ugyanis konnyt egymasbol polinomidlis id6ben kiszamitani.) Ilyen médon NP-ben
vannak az alabbi graf-tulajdonsagok:

a) Osszefiiggsség. Tani: (Z) ut, minden pontparra egy-egy. Eqy még rovidebb tani:
eqy feszitdfa.

b) Nemdsszefiiggdség. Tant: a ponthalmaz egy valodi részhalmaza, melyet nem kot
Ossze él a tobbi ponttal.

c) Sikbarajzolhatésag. A természetes tani egy konkrét lerajzolas; a grafelméletbdl
ismert tétel, hogy ez mindig megvalosithaté tgy, hogy az élek egyenes szakaszok, és
igy elegendd a cstucsok koordinatait megadni. Vigyazni kell azonban, mert a graf le-
rajzoldsdban a cstucsok koordindtai esetleg igen sokjegyid szémok lesznek, igy a tanta
hosszara tett kikotés nem teljesiil. (Be lehet bizonyitani, hogy minden n csucsu sik-
barajzolhato graf gy is sikbarajzolhatd, hogy minden éle egyenes szakasz, és minden
csucs koordinatai log n bittel leirhatoak.)

Megadhato azonban a sikbarajzolas kombinatorikusan is. Legyen G egy n pontt,
m €éld, és az egyszeriiség kedvéért Osszefiiggs sikbarajzolt graf. Minden orszagra meg-
adjuk a hatarolo zart élsorozatot. Ebben az esetben a megadott élsorozat-rendszerrdl
elegend§ azt ellenérizni, hogy minden él pontosan kettéGben van benne, és az élsoro-
zatok szdma m —n—+2. Az, hogy ilyen élsorozat-rendszer 1étezése sziikséges feltétele a
sikbarajzolhatosagnak, az Fuler-féle formulabol kovetkezik:

4.3.1. Tétel. Ha eqy osszefiiggd sikgrdaf pontjainak szama n, éleinek szama m, akkor
orszagainak szdma m—n-+2. O

Az elégségességhez kicsit nehezebb topologiai eszkozok kellenek, ezeket itt nem rész-
letezziik.

d) Sikba nem rajzolhatdsag. Az alabbi alapvetd grafelméleti tételt lehet felhasznal-
ni:

4.3.2. Tétel (Kuratowski tétele). Egy grdf akkor és csak akkor rajzolhato sikba, ha

nem tartalmaz olyan részgrdafot, mely élek felosztdasaval jon létre a teljes 5-szogbdl vagy

a hdarom-hdz-hdrom-kit grafbol. [
Ha a graf nem sikbarajzolhato, akkor erre ez a részgraf szolgalhat tantuként.

e) Teljes parositas létezése. Tani: a parositas.

f) Teljes parositas nem létezése. A tanut paros grafok esetén a kovetkezs alapvetd

tétel alapjan adhatjuk meg:

4.3.3. Tétel (Frobenius—Koénig-tétel). Egy G pdros grifban akkor és csak akkor van
teljes parositas, ha ugyanannyi ,also” és ,felsé” pontja van, és az ,alsé” pontjai koziil
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vdlasztott barmely X ponthalmaznak legaldbb | X| szomszédja van. [

Igy ha a paros grafban nincsen teljes parositas, akkor arra a tételbeli feltételt meg-
sérté X halmaz a tanu.

Altalanos grafra egy ugyancsak alapvets, bar némileg bonyolultabb tételt hasznal-
hatunk:

4.3.4. Tétel (Tutte tétele). Egy G grifban akkor és csak akkor van teljes pdrositds,
ha a grdaf pontjainak barmely X halmazdt elhagyva, a maradék grdaf pdratlan pontszamai
dsszefiiggd komponenseinek szdma legfeljebb | X|. ]

Igy ha a grafban nincsen teljes péarositas, akkor arra egy olyan X ponthalmaz a
tanu, melyet elhagyva til sok paratlan komponens keletkezik.

g) Hamilton-kor létezése. Tant: a Hamilton-kor.
h) Harom szinnel valé szinezhetdség. Tant: a szinezés.

Ezek koziil az a)-f) tulajdonsidgok P-ben vannak. Ez a) és b) esetében egyszertien
belathato (szélességi vagy mélységi keresés). A c) és d) tulajdonsagra polinomiélis ide-
ji sikbarajzolasi algoritmust elGszor Hopcroft és Tarjan, egyszert linearis idejtit pedig
kés6bb Schnyder adott meg. Az e) és f) tulajdonsagra paros graf esetén a ,magyar
modszer” alkalmazhato (Kénig), amelyet stlyozott esetre Koénig és Egervary munkéai
alapjan Kuhn irt le, altalanos grafokra pedig Edmonds algoritmusa. A g) és h) tulaj-
donsagokra nem ismeretes polinomialis idejd algoritmus (erre a kovetkezd alfejezetben
még vissztérink).

A szamelméletben és algebraban is igen sok probléma tartozik az NP osztalyba.
Minden természetes szamot tekinthetiink tgy, mint egy {0,1}*-beli szot (kettes szam-
rendszerben felirva a szamot). Ebben az értelemben NP-ben vannak az alabbi tulaj-
donsagok:

i) Osszetettség. Tant: egy valodi oszto.

j) Primség. Itt lényegesen nehezebb a megfelel§ tantt megtalalni. Az alabbi alapvetd
szamelméleti tételt hasznaljuk:

4.3.5. Tétel. Eqyn>2 egész szam akkor és csak akkor prim, ha van olyan a természetes
szdm, melyre a” ' =1 (mod n) de a™#1 (mod n) hal<m <n—1. O

E tétel alapjan azt szeretnénk, hogy arra, hogy n prim, az a szam legyen a tana.
Mivel nyilvanvalo, hogy az a szamnak csak n-nel vett osztési maradéka jatszik szerepet,
mindig lesz olyan a tani is, melyre 0 < a < n. Igy tehét a tant hosszara tett kikotésiink
rendben is volna: a-nak nincsen tébb szamjegye, mint k, az n jegyeinek szama. A B.1.2
lemma alapjan ellendérizni lehet polinomialis idében a

a”'=1 (mod n) (4.1)

feltételt is. Sokkal nehezebb kérdés azonban, hogy hogyan ellendrizziik a tovabbi felté-
teleket :

a”#1 (modn), [1<m<n-—1]. (4.2)

Minden konkrét m-re ez ugyanigy megtehetd polinomialis idében, mint 1] ellenérzé-
se, de ezt (latszolag) n — 2-szer, tehat k-ban exponencialisan sokszor kell megtenniink.
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Felhasznaljuk azonban azt az elemi szamelméleti tényt, hogy ha [Tl teljesiil, akkor a
legkisebb olyan m=m, mely L2 megsérti (ha van ilyen egyaltalan), (n—1)-nek oszto-
ja. Azt is kénnyd belatni, hogy ekkor [1.2H my minden (n—1)-nél kisebb t6bbszorose is
megsérti. Igy ha n—1 primfelbontasa n—1=p}'p> ... p;*, akkor valamely m=(n—1)/p,
is megsérti [L.2}. Elegendd tehat az ellendrizni, hogy minden 1 <i < t-re

a™ VP £ 1 (mod n).

Marmost nyilvanvald, hogy t <k, és igy legfeljebb k értékre kell .2+t ellendrizni, melyet
az el6zGekben leirt moédon Osszesen polinomiélis id6ben meg lehet tenni.

Van azonban még egy nehézség: hogyan szamitjuk ki n—1 primfelbontésat? Ez ma-
gaban nehezebb probléma, mint eldénteni, hogy egy szam prim-e. Megtehetjiik azon-
ban, hogy magét a primfelbontéast is a ,tantthoz” soroljuk; ez tehat az a szamon kiviil a
P1,71, - - -, Pp, T szamokbol all (ez konnyen lathatoan legfeljebb 3k bit). Ekkor mar csak
az a probléma, hogy ellendrizni kell, hogy ez valéban primfelbontas-e, vagyis hogy n—
—1=pi"...p;* (ez konnyt), és hogy p, ..., p; valoban primek. Ehhez rekurzive igénybe
vehetjiik magét az itt targyalt eljarast.

Ellenérizni kell azonban, hogy ez a rekurzié polinomialisan hosszi tantukat ad és
polinomiéalis id6ben eldénthetd, hogy ezek tényleg tanuk. Jelolje L(k) az igy definialt
tand maximaélis hosszéat k jegyd szamok esetén. Ekkor a fenti rekurzi6 szerint

L <3+3 " L(k),

ahol k; a p; prim jegyeinek szama. Mivel p; ...p; <n—1 < n, kovetkezik, hogy
ki+...+k <k.

Az is nyilvanvalo, hogy k; < k — 1. Ezek alapjan a fenti rekurziébol kovetkezik, hogy
L(k) < 3k%. Ez ugyanis nyilvanval6 k = 1-re, és ha mér tudjuk minden k-nal kisebb
szamra, akkor

t t
L(k) < 3k+) L(k)<3k+» 3k
=1

=1

t
< Bk+3(k—1)> ki <3k+3(k—1)-k < 3k
i=1
Hasonl6an lehet igazolni, hogy egy jelsorozatrél polinomiélis id6ben eldénthetd, hogy
a fenti modon definialt tantu-e.

k) Korlatos oszto létezése. Az n szamrol nem elég eldonteni, hogy prim-e, hanem
ha azt talaljuk, hogy nem prim, akkor egy valodi osztojat is szeretnénk megtalélni. (Ha
ezt a feladatot meg tudjuk oldani, akkor a teljes primfelbontast ennek ismétlésével meg
tudjuk kapni.) Ez a feladat nem igen-nem probléma, de nem nehéz atfogalmazni ilyen
feladatta: Adott két természetes szam: n és k; van-e n-nek k-ndl nem nagyobb valddi
osztdja ? Ez a feladat nyilvanval6an NP-ben van (tani: az 0szto).

NP-ben van azonban a komplementer nyelv is, vagyis mindazon (n, k) parok halma-
za, melyekre az all, hogy n minden valédi oszt6ja nagyobb, mint k. Erre tand ugyanis
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n-nek a primfelbontasa, mellékelve minden primtényez6rél annak a tantjat, hogy az
prim.

Nem ismeretes, hogy a korlatos oszto létezése P-ben van-e. 2002-ben Agrawal, Ka-
yal, és Saxena bebizonyitottak, hogy a Primség eldontési probléma P-ben van, ennek
ellenére ez az eredmény sem vitt kozelebb a fenti kérdés megvélaszolasahoz.

1) Polinom reducibilitasa a racionalis test felett. Tanu: egy valodi oszto. Meg
kell itt azonban gondolni, hogy egy valodi oszté felirdsdhoz sziikséges bitek szama
korlatozhato az eredeti polinom felirdsdban szereplé bitek szdmanak egy polinomjéval.
(Ennek bizonyitasat nem részletezziik.) Megmutathato az is, hogy ez a nyelv P-ben is
benne van.

Egy Ax < b linearis egyenl6tlenségrendszert (ahol A m sort és n oszlopu egész
méatrix, b pedig m elemii oszlopvektor) tekinthetiink a ,,0”, ,17, )" és ;" jelekbdl allo
abécé feletti szonak pl. tgy, hogy az elemeit kettes szamrendszerben adjuk meg, és
sorfolytonosan irjuk le, minden szidm utan vessz6t, minden sor utan pontosvesszét irva.
Linearis egyenlStlenségrendszerek alabbi tulajdonsdgai NP-ben vannak:

m) Megoldas létezése. Itt nyilvanvaloan adodik tantnak a megoldas, de vigyazni
kell: be kell latni, hogy ha egy egész egyiitthatos linearis egyenltlenségrendszer meg-
oldhato, akkor a racionalis szamok korében is megoldhato, éspedig gy, hogy a megoldas
szamlaloinak és nevezGinek csak polinomialis szamu szamjegye van. Fzek a tények a
lineéris programozas elméletének alapjaibol kovetkeznek.

n) Megoldas nem létezése. A linearis programozasbol ismert alapvetd tételt hasz-
naljuk fel:

4.3.6. Lemma (Farkas-lemma). Ax <b akkor és csakis akkor nem oldhatd meg, ha az
yA =0, yp=—1, y >0 egyenldtienségrendszer megoldhato. [

Ennek alapjan a megoldés nem létezésére a lemméban szerepld masik egyenlGtlen-
ségrendszer megoldasanak megadasaval tantusithatjuk.

o) Egész megoldas létezése. Itt is maga a megoldas a tant, de a)-hoz hasonlo
meggondolasokra van sziikség, melyek itt bonyolultabbak (Votyakov és Frumkin ered-
ménye).

Erdemes megjegyezni, hogy a linedris programozds alapprobléméja, ti. linearis felté-
telek mellett lineéris célfiiggvény optimumanak megkeresése, konnyen visszavezethets a
linearis egyenlGtlenségrendszerek megoldhatosaganak kérdésére. Hasonl6an, optimalis
egész megoldas keresése visszavezethet egész megoldés 1étezésének az eldontésére.

Hosszu ideig nem volt ismeretes, hogy a lineéris egyenlGtlenségrendszerek megoldha-
tosdganak probléméaja P-ben van-e (a kozismert szimplex-modszer nem polinomialis).
Az els6 polinomialis algoritmus erre a feladatra Hacsijan ellipszoid-moédszere volt. En-
nek a modszernek az ideje azonban igen magas foka polinomra vezetett, ezért gyakor-
latban nem versenyezhetett a szimplex-moédszerrel, mely ugyan a legrosszabb esetben
exponencialis, de atlagosan (a tapasztalat szerint; ill. bizonyos eloszlasokra bizonyi-
tottan is) sokkal gyorsabb, mint az ellipszoid-modszer. Azota t6bb polinomialis idejd
linearis programozasi algoritmust is talaltak, ezek koziil Karmarkar modszere a szimp-
lex modszerrel a gyakorlatban is felveszi a versenyt.

Lineéaris egyenlStlenségrendszerek egész szamokban valé megoldasara nem ismeretes
polinomidlis algoritmus, s6t ilyen algoritmus nem is varhato (lasd a kovetkezd pontot).
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Az el6z6 példakat vizsgalva, érdemes az aldbbi megallapitasokat tenni:

— Sok NP-beli tulajdonsag tagadéasa is NP-beli (vagyis a megfelel6 nyelv komple-
mentere is NP-ben van). Ez a tény azonban altalaban nem trivialis, s6t a mate-
matika kiillonb6z6 agaiban sokszor a legalapvetébb tételek mondjak ki ezt egyes
nyelvekrsl (Kuratowski, Frobenius—Kénig, Tutte tétele, Farkas lemmaja).

— Igen sokszor az a helyzet, hogy ha egy tulajdonsagrol (nyelvrdl) kideriil, hogy
NPNco-NP-ben van, akkor el6bb-utébb az is kideriil, hogy P-ben van. Példaul
ez tortént teljes parositasok létezésével, sikbarajzolhatosaggal, lineéris egyenlGt-
lenségrendszer megoldasaval. Nagy erével folytak a vizsgélatok a primteszteléssel
kapcsolatban. Végiil 2002-ben Agrawal, Kayal, és Saxena bebizonyitottak, hogy
ez a probléma is P-ben van.

— Ha NP-t a ,felsorolhato”, P-t pedig az ,eldonthetd” analogonjanak tekintjiik, ak-
kor azt varhatjuk, hogy mindig ez a helyzet. Erre azonban jelenleg nem ismert
bizonyitas, s6t nem is igen varhato, hogy igaz legyen teljes altalanossagban.

— Mas NP-beli problémékkal az a helyzet, hogy megoldasuk polinomialis id6ben
reménytelennek tinik, igen nehezen kezelheték (Hamilton-kor, graf-szinezés, li-
nearis egyenldtlenségrendszer egészértéki megoldasa). Nem tudjuk bebizonyitani,
hogy ezek nincsenek P-ben (nem tudjuk, hogy P=NP fennéll-e); azonban mégis
bebizonyithato olyan egzakt tulajdonsidguk, mely mutatja, hogy nehezek. Ezzel
foglalkozunk a kovetkezd pontban.

— Sok olyan NP-beli probléma van, melyet ha meg tudunk oldani, akkor a (ter-
mészetes modon) hozzarendelhetd keress feladatot is meg tudjuk oldani. Példaul
ha polinomialis id6ben el tudnank donteni, hogy egy grafban van-e Hamilton-
kor, akkor a kovetkezSképpen tudunk ugyancsak polinomiélis id6ben Hamilton-
kort keresni: addig hagyjunk el éleket a grafbol, amig csak marad Hamilton-kor.
Amikor megakadunk, a maradék graf éppen egy Hamilton-kor kell, hogy legyen.
Hasonlo egyszert fogasokkal vezethetd vissza a 3 szinnel valo szinezhetGségnek
stb. megfelels keresd feladat a dontési feladatra. Ez azonban nem mindig van igy.
Példaul hiaba tudjuk polinomialis id6ben eldonteni, hogy egy szam prim-e, nem
sikeriilt ezt egy valddi oszté megtalalasanak problémajara alkalmazni.

Természetesen vannak érdekes nyelvek mas nemdeterminisztikus bonyolultsagi osz-
talyokban is. A nemdeterminisztikus exponencidlis idé (NEXPTIME) osztaly tgy de-
finidlhato, mint az NTIME(2"") osztélyok uni6ja minden ¢ > 0-ra. Egy példat Ramsey
tételével kapcsolatban fogalmazhatunk meg. Legyen G egy graf; a G-hez tartozo R(G)
Ramsey-szdm az a legkisebb N > 0, melyre fennéll, hogy akirhogyan is szinezziik az
N cstcsu teljes graf éleit két szinnel, valamelyik szin tartalmazza G-nek egy példa-
nyat részgrafként. Alljon £ azokbdl a (G, N) parokbol, melyekre R(G) > N. A (G, N)
bemenet mérete (ha G-t mondjuk adjacencia-matrixa irja le) O(|]V(G)|*+log N).

Marmost £ € NEXPTIME, mert annak, hogy (G, N) € L, tantja a G éleinek egy
2 szinnel szinezése, melyben nincs egyszinti G, és ez a tulajdonsag O(N!V(@)) idében
ellendrizhets, ami exponencialis a bemenet méretében (de nem rosszabb). Masrészrdl
determinisztikusan nem tudunk jobb algoritmust (G, N) € £ eldéntésére, mint duplan
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exponencialist. A trivialis algoritmus, aminél 1ényegesen jobb sajnos nem ismeretes,
végignézi az N csicsi teljes graf éleinek minden 2 szinnel vald szinezését, és ezek
szama 2NV(IN=1/2,
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4.4. NP-teljesség

Azt mondjuk, hogy az £, C ¥} nyelv polinomidlisan visszavezethetd az Lo C 35 nyelvre,
ha van olyan polinomialis id6ben kiszamithato f:¥7 — X3 fiiggvény, hogy minden z €}
szora

el <:>f(fli) € L.

Kozvetleniil ellenérizhets a definicio alapjan, hogy ez a relacié tranzitiv:

4.4.1. Allitds. Ha L polinomidlisan visszavezethetd Lo-re, és Lo polinomidlisan
wisszavezethetd Ls-ra, akkor Ly is polinomidlisan visszavezethetd Ls-ra. 0

Azt, hogy egy nyelv P-ben van, gy is kifejezhetjiik, hogy polinomialisan visszave-
zethetd az {1} nyelvre. Valamint megfogalmazhatjuk az alabbit:

4.4.2. Allitas. Ha egy nyelv P-ben van, akkor minden rd polinomidlisan visszavezet-
hetd nyelv is P-ben van. Ha eqy nyelv NP-ben van, akkor minden rd polinomidlisan
wisszavezethetd nyelv is NP-ben van. [

Egy NP-beli £ nyelvet NP-teljesnek neveziink, ha minden NP-beli nyelv polino-
miélisan visszavezethet§ L-re. Ezek tehat a ,legnehezebb” NP-beli nyelvek. Ha egyet-
len NP-teljes nyelvr6l meg tudnank mutatni, hogy P-ben van, akkor kovetkezne, hogy
P=NP. Nyilvanval6 az alabbi észrevétel is:

4.4.3. Allitas. Ha egy NP-teljes £1 nyelv polinomidlisan visszavezethetd eqy Lo € NP
nyelvre, akkor Lo is NP-teljes. [

Egyéltalan nem nyilvanvalo, hogy 1étezik NP-teljes nyelv. Els6 célunk, hogy megad-
junk egy NP-teljes nyelvet; utana (ennek méas nyelvekre valo polinomiélis visszaveze-
tésével, a allitas alapjan) sok mas problémarol is bebizonyitjuk, hogy NP-teljes.

Egy Boole-polinomot kielégithetdnek neveziink, ha az éltala definidlt Boole-fliggvény
nem azonosan 0. A Kielégithetdség Probléma az, hogy adott f Boole-polinomrol dontsiik
el, hogy kielégithetG-e. A problémat altalaban abban az esetben tekintjiik, amikor a
Boole-polinom egy konjunktiv normalforméaval van megadva.

4.4.1. Feladat. Mikor kielégithetd eqy diszjunktiv normdlforma ¢

4.4.2. Feladat. Adott eqy G grdaf és hdrom szin, 1, 2 és 3. Minden v cstucshoz €s i szin-
hez vezessiink be egy x[v,i| logikai értéket. Irjunk fel olyan B konjunktiv normdlformdt
az x[v, 1] vdltozokkal, mely akkor és csak akkor igaz, ha

a) van olyan szinezése a csucsoknak az adott 3 szinnel, hogy x[v,i] akkor és csak
akkor igaz, ha v szine i;

b) az el6zd szinezésrdl még azt is megkoveteljik, hogy szomszédos csucsok szine ki-
lonbozd legyen.

4.4.3. Feladat. Azt mondjuk, hogy eqy kvantifikdlt Boole-formula Fj-ban van, ha a
kvantorok a formula elején taldlhatok, és maximum k-szor vdltunk az egzisztencidlis €s

az univerzdlis kvantor kozott. Legyen Ly az Fy-beli igaz formuldk halmaza. Bizonyitsuk
be, hogy ha P=NP, akkor minden k-ra Ly € P.
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7

Minden konjunktiv normélformat tgy is tekinthetiink, mint az ,z”, ,0”, .17, (", ,,)",
L N7 és V7 jelekbdl allo abécé feletti szot: a valtozok indexeit kettes szamrendszer-
ben irjuk fel, pl. az (x4 AT3Axg) V (T1 Azy) konjunktiv normalforméanak a kovetkezd
sz0 felel meg: (z1 A—-x11Ax110)V (-2l Ax10). Jelolje SAT a kielégithet konjunktiv
norméalformék altal alkotott nyelvet.

4.4.4. Tétel (Cook tétele). A SAT nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Legyen L tetsz6leges NP-beli nyelv. Ekkor létezik olyan T'= (k, X, T', )
nemdeterminisztikus Turing-gép és léteznek olyan ¢, ¢; > 0 egész szamok, hogy T' L-et
c1-n¢ id6ben felismeri. Feltehetjiik, hogy k=1. Tekintstlink egy tetsz6leges h; ... h, €X]
szot. Legyen N = [¢;-n°]. Vezessiik be az alabbi valtozokat :

z[t, g] (0<t<N, gel),
y[t, p] (0<t< N, —=N<p<N),
z[t, p, h) (0<t<N,—N<p<N,hel).

Ha adott a T" gép egy legélis szamolasa, akkor adjuk ezeknek a valtozoknak a kdvetkezs
értéket: xz[t, g] igaz, ha a t-edik lépés utan a vezérlGegység a g allapotban van; ylt, p]
igaz, ha a t-edik lépés utan a fej a szalag p-edik mezején tartozkodik; z[t, p, h] igaz,
ha a t-edik 1épés utan a szalag p-edik mezején a h jel all. Nyilvanvalo, hogy az x,y, 2
valtozok a Turing-gép szdmolasat egyértelmtien meghatirozzak; azonban nem fog a
valtozok minden lehetséges értéke a Turing-gép egy szémolasanak megfelelni.

Konnyen felirhatok olyan logikai Osszefiiggések e valtozok kozott, amelyek egyiitt-
véve azt fejezik ki, hogy ez egy olyan legalis szdmolas, mely h; ... h,-et elfogadja. Fel
kell irni, hogy minden 1épésben a vezérlGegység valamelyik allapotban van:

\ zlt,g]  (0<t<N);

gel’

és nincsen két allapotban:
Tt g]VT[t,d]  (9#g €l 0<t<N).

Hasonléan felirhatjuk, hogy a fej minden 1épésben egy és csakis egy helyen van, és
a szalag minden mezején egy és csakis egy jel all. Felirjuk, hogy a gép kezdetben a
START, a szamolés végén a STOP allapotban van, és a fej a 0 mez6rél indul:

z[0, START] =1, x[N,STOP] =1, y[0,0] = 1.
és hasonloan, hogy kezdetben a szalagon a h; ...h, bemenet, a végén a 0 mezén az 1
jel all:

z[0,i—1,h) =1 (1<i<n)

z[0,i—1,%] =1 (1 <0 vagy i >n)

z[N,0,1] = 1.

Ki kell tovabba fejezniink a gép szamolasi szabalyait, vagyis, hogy minden ¢,¢" € T,
h,WeX ee{-1,0,1}, -N<p< N és 0<t<N esetén, ha (g,h, g, I, ) & &, akkor

(«[t, gl Vylt, p]V 2[t, p, IV alt+1, ¢TIV ylt+ 1, p+e] V2[t+1,p, 1]),
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és hogy ahol nem all a fej, ott a szalag tartalma nem valtozik:
(ylt,p]V z[t,p, h]V 2[t+1,p. B]).

Ezeket az Osszefiiggéseket A jellel 6sszekapcsolva olyan konjunktiv normalformat ka-
punk, mely akkor és csak akkor elégithetd ki, ha a T" Turing-gépnek van legfeljebb N
ideji hy . .. h,-et elfogad6 szamolasa. Konnyt ellendrizni, hogy a leirt konstrukci6 adott
hy ...h, esetén polinomialis idében elvégezhetd. O

Kényelmes lesz a tovabbiakban, ha a kielégithetGség probléma két specialis ese-
tére is megmutatjuk, hogy NP-teljes. Nevezziik roviden k-formdnak a konjunktiv k-
normélformat, vagyis az olyan konjunktiv normalformat, melynek minden tényez&jé-
ben legfeljebb £ literdl fordul els. Jelolje ESAT a kielégithets k-formak altal alkotott
nyelvet. Jelolje tovabba SAT-k azt a nyelvet, mely azon kielégithetd konjunktiv nor-
malforméakbol all; melyekben minden valtozoé legfeljebb &k elemi diszjunkcioban fordul
eld.

4.4.5. Tétel. A 3SAT nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Uj valtozok bevezetésével a SAT nyelvet polinom idében visszavezetjiik
a 3SAT nyelvre. Legyen adva egy B konjunktiv normalforma, és tekintsiik ennek egy
elemi diszjunkciojat. Ez felirhato F = 2z, V...V 2 alakban, ahol minden z; egy literal.
Vezessiink be k 4 valtozot, yF, ... yE-t, és frjuk fel a

ylEvz_h ylEvzl
és
vEvz,  yEvyl,,  gPvyP vz (i=2,...k)

elemi diszjunkciokat (ezek azt ,fejezik ki”, hogy yF = 2 és y¥ = yF | V z;, vagyis hogy
yE =2V...Vz). Ezeket és az yF egytagi elemi diszjunkciokat minden E-re A jelekkel
egymashoz fiizve egy olyan 3-normalforméat kapunk, mely akkor és csak akkor elégithets
ki, ha a kiindulasul vett B konjunktiv normalforma kielégithetd. Il

Természetesen vetédik fel a kérdés, hogy miért éppen a 3SAT problémat tekintettiik.
A 4SAT, 5SAT stb. problémék nehezebbek, mint a 3SAT, igy természetesen ezek is
NP-teljesek. Mésrészt azonban az alabbi tétel mutatja, hogy a 2SAT probléma mar
nem NP-teljes (legalabbis, ha P#NP). (Azt is illusztralja ez, hogy gyakran a feladatok
feltételeinek kis modositasa polinomialisan megoldhaté feladatbol NP-teljes feladathoz
vezet. )

4.4.6. Tétel. A 2SAT nyelv P-ben van.

Bizonyitas: Legyen B egy 2-norméalforma az xi,...,z, valtozokon. Konstrualjunk
meg egy G irdnyitott grafot a kivetkezéképpen. Csticsai legyenek az Gsszes literalok, és
kossiik Ossze a z; literalt a z; literallal, ha z;V z; egy elemi diszjunkcié B-ben. Vegyiik
észre, hogy ekkor ebben a gratban z;-bdl is vezet ¢l Z;-be.

Tekintsiik ennek az iranyitott grafnak az erdsen dsszefiiggd komponenseit; ezek azok
a pontosztalyok, melyeket ugy kapunk, hogy két pontot egy osztalyba sorolunk, ha
koztiik mindkét irdnyban vezet irdnyitott tut.

4.4.7. Lemma. A B formula akkor és csak akkor kielégithetd, ha G egyetlen erdsen
osszefiiggd komponense sem tartalmaz eqyszerre eqy valtozot és annak a negdltjdt.
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Ebbdl a lemmabol a tétel allitisa mar kovetkezik, mert egy iranyitott graf erésen
Osszefliggd komponensei konnyen megkereshetSk polinomiélis idében.

A lemma bizonyitasahoz elGszor is jegyezziik meg, hogy ha egy értékadéas a B
formulat kielégiti, és ebben az értékadéasban egy z; literdl ,igaz’, akkor minden olyan
z; literal is ,jigaz”, melybe z;-bdl €l vezet: ellenkezs esetben az Z;V z; elemi diszjunkcio
nem volna kielégitve. Ebbdl kovetkezik, hogy egy erdsen Osszefiiggd komponens pontjai
vagy mind ,jigazak”, vagy egy sem. De ekkor nem szerepelhet egy komponensben egy
valtozo és a negaltja.

Megforditva, tegyiik fel, hogy semelyik erésen Gsszefiiggé komponens sem tartalmaz
egylitt egy valtozot és a negaltjat. Tekintsiink egy x; valtozot. A feltétel szerint x; és T;
kozott nem vezethet mindkét iranyban iranyitott at. Tegyiik fel, hogy egyik iranyban
sem vezet. Ekkor hiizzunk egy 1j élt x;-b6l T;-ba. Ettdl nem sériil meg az a feltevésiink,
hogy egyetlen erdsen Gsszefiiggd komponens sem tartalmaz egy pontot a negéltjaval
egyiitt. Ugyanis ha létrejonne egy ilyen erdsen Osszefliggd komponens, akkor ennek
tartalmaznia kellene az 0j élt, de ekkor x; és ¥; is ebbe a komponensbe tartoznanak,
és ezért lenne a gratban 7;-bol x;-be vezetd iranyitott ut. De ekkor ez az ut az eredeti
grafban is megvolna, ami lehetetlen.

Ezt az eljarast ismételve behtzhatunk tehat aj éleket (méghozza egy-egy valtozobol
a negaltjahoz) ugy, hogy a kapott grafban minden véltozo és a negaltja kozott pontosan
egy iranyban vezet irdnyitott t. Legyen méarmost x; =1 akkor és csak akkor, ha 7;-bol
x;-be vezet iranyitott ut. Azt allitjuk, hogy ez az értékadas minden elemi diszjunkciot
kielégit. Tekintsiink ugyanis egy elemi diszjunkciot, mondjuk z;Vz;-t. Ha ennek mindkét
tagja hamis volna, akkor — definici6 szerint — vezetne irdnyitott t z;-b6l Z;-ba és z;-bdl
Z;-ba. Tovabba a graf definicidja szerint, Z-bol él vezet z;-be és Z;-bol él vezet z;-be.
Ekkor viszont z; és Z; egy Osszefiiggé komponensben vannak, ami ellentmondés. O

4.4.8. Tétel. A SAT-3 nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Legyen B=E1 AEsA. .. AE, tetsz6leges konjunktiv norméalforma. Felte-
hetjiik, hogy az elemi diszjunkcidokban csak kiilonb6z6 valtozok vannak. Helyettesitsiik
az I; diszjunkcioban szerepl$ x; valtozot egy 1j y; valtozoval, és vegyiik hozza az igy
kapott kifejezéshez 14j elemi diszjunkcioként a kovetkezéket minden j-re:

yi VYR vy TV YV

Nyilvanval6, hogy igy olyan konjunktiv normélformét kapunk, melyben minden val-
tozd legfeljebb haromszor fordul els, és mely akkor és csak akkor elégithets ki, ha B
kielégithetd. O]

4.4.4. Feladat. Definidljuk a 3SAT-3 nyelvet, és bizonyitsuk be, hogy NP-teljes.
4.4.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy a SAT-2 nyelv P-ben van.
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4.5. Tovabbi NP-teljes problémak

A tovabbiakban kiilonb6z6 fontos nyelvekrsl fogjuk megmutatni, hogy NP-teljesek.
Ezek tobbsége nem logikai jellegii, hanem ,mindennapos” kombinatorikai, algebrai stb.
problémaékat irnak le. Ha egy £ nyelvr6l megmutatjuk, hogy NP-teljes, akkor kdvet-
kezik, hogy L csak akkor lehet P-ben, ha P=NP. Bar ez az utébbi egyenlGség nincs
megcafolva, eléggé altalanosan elfogadott az a hipotézis, hogy nem igaz (vagy leg-
alabbis nem bizonyithato a jelenleg elfogadott axiomarendszerekben). Ezért egy nyelv
NP-teljességét ugy tekinthetjiik, mint annak erételjes jelzését, hogy az nem donthets
el polinomialis id6ben.
Fogalmazzunk meg egy alapveté kombinatorikai feladatot:

4.5.1. Probléma (LEFOGASI FELADAT). Adott egy véges S halmaz részhalmazainak
eqy { A1, ..., Ay} rendszere, és eqy k természetes szam. Van-e olyan legfeljebb k elemd
részhalmaza S-nek, mely minden A;-t metsz?

4.5.1. Tétel. A LEFOGASI FELADAT NP-teljes.

Bizonyitas: Visszavezetjiik a 3SAT-ot erre a probléméra. Adott B konjunktiv 3-
normalforméhoz megkonstrualunk egy halmazrendszert a kovetkezSképpen: az alap-
halmaz legyen a B-beli valtozojelek és negaltjaik halmaza: {z1,..., z,,T1,...,%Ts}. B
minden tényez§jéhez tekintsiik a benne felléps valtozojelek és negalt valtozojelek hal-
mazat, és ezenkiviil az {z;, T;} halmazokat. Ennek a halmazrendszernek az elemei akkor
és csak akkor foghatok le legfeljebb n ponttal, ha a normélforma kielégithetd. O

A lefogési feladat NP-teljes marad akkor is, ha a halmazrendszerre kiilonb6z6 meg-
szorftasokat tesziink. A fenti konstrukciobol lathato, hogy a lefogasi feladat mér olyan
halmazrendszerre is NP-teljes, mely legfeljebb haromelemt halmazokbol all. (Latni fog-
juk kicsit kés6bb, hogy azt is elérhetjiik, hogy csak kételemii halmazok — vagyis egy graf
élei — szerepeljenek.) Ha a SAT nyelvet elgszor a SAT-3 nyelvre vezetjiik vissza a [L.4.8
tétel szerint, és erre alkalmazzuk a fenti konstrukciot, olyan halmazrendszert kapunk,
melyre az alaphalmaz minden eleme legfeljebb 4 halmazban van benne. Kissé bonyo-
lultabban visszavezethetnénk a feladatot olyan halmazrendszer lefogasara is, melyben
minden elem legfeljebb 3 halmazban van benne. Ennél tovibb mar nem mehetiink:
ha minden elem legfeljebb 2 halmazban van benne, akkor a halmazlefogasi probléma
polinomialis idében megoldhato (lasd a d.4.5] feladatot).

A lefogasi feladattal konnyen lathatoan ekvivalens az aldbbi probléma (csak az
welemek” és  részhalmazok” szerepét kell felcserélni):

4.5.2. Probléma (LEFEDESI FELADAT). Adott egy véges S halmaz részhalmazainak
egy {A1, ..., An} rendszere és eqy k természetes szdm. Kivdilaszthato-e k halmaz gy,
hogy egyesitésiik az egész S halmaz legyen ?

A fentiek szerint ez mar akkor is NP-teljes, ha az adott részhalmazok mindegyike
legfeljebb 4 elemi.
Tovabbi fontos feladat halmazrendszerekre az aldbbi feladatpar:

4.5.3. Probléma (k-PARTICIO FELADAT). Adott egy véges S halmaz részhalmaza-
inak eqy {Ai,..., A,} rendszere és eqy k természetes szam. Kivdlaszthatdo-e olyan
{Ay, ..., Ay} részrendszer, mely az alaphalmaz egy particidjdat adja (vagyis diszjunkt
halmazokbdl dll, és egyesitése az egész S halmaz)?
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4.5.4. Probléma (PARTICIO FELADAT). Adott egy véges S halmaz részhalmazainak
egy {A1, ..., An} rendszere. Kivdlaszthato-e olyan {A;,, ..., A; } részrendszer, mely az
alaphalmaz eqy particidjdt adja ?

4.5.2. Tétel. A k-PARTICIO FELADAT €s a PARTICIO FELADAT NP-teljes.

Bizonyitas: A legfeljebb 4 elemd halmazokkal valo fedés problémajat (melyrsl méar
tudjuk, hogy NP-teljes) vezetjiik vissza a k-PARTICIO problémara. Adott tehat egy
véges S halmaz legfeljebb 4 elemi részhalmazainak egy rendszere és egy k természetes
szam. El akarjuk donteni, hogy kivalaszthaté-e k darab az adott halmazok koziil tgy,
hogy egyesitésiik az egész S legyen. Csapjuk hozza a rendszerhez az adott halmazok
Osszes részhalmazait (itt hasznéaljuk ki, hogy az adott halmazok korlatosak: ettdl a
halmazok szama legfeljebb 2% = 16-szorosara né). Nyilvanvalé, hogy ha az eredeti rend-
szerbdl k darab lefedi S-et, akkor a bévitett rendszerbdl alkalmas & darab S-nek egy
particidjat adja, és viszont. Ezzel belattuk, hogy a k-particié feladat NP-teljes.
Masodszorra a k-PARTICIO feladatot a PARTICIO feladatra vezetjiik vissza. Legyen
U egy S-t6l diszjunkt k elemt halmaz. Uj alaphalmazunk legyen SUU, a halmazrend-
szer halmazai pedig legyenek az A; U {u} alaka halmazok, ahol u € U. Nyilvanvalo,
hogy ha ebbdl az j halmazrendszerbdl kivalaszthatok az alaphalmaz egy particiojat
alkoté halmazok, akkor ezek szdma k, és S-be es6 részeik S-nek egy particiojat adjak
k halmazra. Megforditva, S minden k darab A; halmazra torténd particivja az SUU

c s

PARTICIO feladat is NP-teljes. O

Ha az adott halmazok kételemiiek, akkor a PARTICIO feladat éppen a teljes parosi-
tas létezésének problémaja, és igy polinomialis id6ben megoldhat6. De megmutathato,
hogy mar 3 elemi halmazokra a PARTICIO feladat NP-teljes.

Most egy alapvets grafelméleti feladattal, a szinezési problémaval foglalkozunk. Em-
litettiik, hogy ez a feladat polinomialis id6ben megoldhato, ha két sziniink van. Ezzel
szemben :

Lathato, hogy a lefogési feladat mar olyan halmazrendszerre is NP-teljes, mely leg-
feljebb haromelemi halmazokbol all. Latni fogjuk, hogy azt is elérhetjiik, hogy csak
kételemii halmazok (vagyis egy graf élei) szerepeljenek. El6bb azonban egy méasik alap-
vets grafelméleti feladattal, a szinezési probléméval foglalkozunk. Emlitettiik, hogy ez
a feladat polinomialis id6ben megoldhat6, ha két sziniink van. Ezzel szemben:

4.5.3. Tétel. Grdfok 3 szinnel valo szinezhetdsége NP-teljes probléma.

Bizonyitas: Legyen adva egy B konjunktiv 3-forma; megkonstrualunk hozza egy G
grafot, mely akkorés csak akkor szinezhetd ki harom szinnel, ha B kielégithetd.

A G graf pontjai kozé elGszor is felvessziik a literalokat, és minden véltozot 6sszeko-
tiink a negaltjaval. Felvesziink még két pontot: u-t és v-t, és 0sszekotjiik ket egymassal,
valamint u-t 6sszekotjiik az Osszes negalatlan és negalt valtozoval. Végiil, minden z;, V
V 2, V 2i, elemi diszjunkciohoz felvesziink még egy-egy 0tszoget ; ennek két szomszédos
csticsat v-vel kotjiik Ossze, a masik harom csicsat pedig rendre z;,-gyel, z;,-vel és z;,-
mal. Azt allitjuk, hogy az igy megkonstrualt G graf akkor és csakis akkor szinezhetd ki
harom szinnel, ha B kielégithets (4]l abra).



86 4.5. TovABBI NP-TELJES PROBLEMAK

4.1. abra. Visszavezetési konstrukcio pl. az (T; VZa Vz4) A (21 V2 VT3) formulahoz

A bizonyitasban kulcsszerepet jatszik az alabbi konnyen belathato észrevétel: ha
valamely z;, V z;, V z;, elemi diszjunkciora a z;,, 2, 2, és v pontok ki vannak szinezve
héarom szinnel, akkor ez a szinezés akkor és csakis akkor terjeszthet§ ki a megfelels
otszogre legalis szinezésként, ha a négy pont szine nem azonos.

Tegyiik fel elGszor is, hogy B kielégithetd, és tekintsiink egy megfelel§ értékadast.
Szinezziik pirosra azokat a literalokat, melyek ,igazak”, és kékre a tobbit. Szinezziik u-t
sargara, v-t pedig kékre. Mivel minden elemi diszjunkcioban kell, hogy legyen egy piros
pont, ez a szinezés kiterjeszthets az O0tszogek pontjaira legalis szinezésként.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a G graf harom szinnel szinezhetd, és tekintsiik egy
Hlegalis” szinezését pirossal, kékkel és sargaval. Feltehetjiik, hogy a v pont kék, az u pont
pedig sarga. Ekkor a literaloknak megfelel6 pontok csak kékek és pirosak lehetnek, és
minden valtozoé és a negaltja koziil az egyik piros, a masik kék. Abbol, hogy az 6tszogek
is ki vannak szinezve, kovetkezik, hogy minden elemi diszjunkciéban van egy piros pont.
De ez azt is jelenti, hogy ,igaznak” véve a piros pontokat, egy olyan értékadast kapunk,
mely B-t kielégiti. O]

Konnyen kévetkezik az el6z6 tételbdl, hogy barmely k> 3 szamra a grafok £ szinnel
val6 szinezhetGsége is NP-teljes.

A 511 tétel bizonyitasanal megkonstrualt halmazrendszerben legfeljebb harom
elemi halmazok voltak, éspedig azért, mert a 3SAT problémat vezettiik vissza lefogasi
feladatra. Mivel a 2SAT probléma P-ben van, azt varhatnank, hogy kételemi halmazok-
ra a lefogési probléma is P-ben van. Megjegyezziik, hogy ez a specialis eset kiillénosen
érdekes, mert itt grafok éleinek lefogasarol van szo. Eszrevehetjiik, hogy egy lefogod
ponthalmazbol kimaradé pontok fiiggetlenek (nem megy koztiik él), és megforditva.
Ezért minimalis lefogd halmaz helyett maximalis fiiggetlen halmazt is kereshetiink,
ami szintén alapvets grafelméleti feladat. Igen-nem kérdésként megfogalmazva:
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4.5.5. Probléma (FUGGETLEN PONTHALMAZ FELADAT). Adott eqy G grdf és eqy k
természetes szam, van-e G-ben k fiiggetlen pont ?

Sajnos azonban ez a probléma sem kdnnyebb lényegesen, mint az altalanos lefogasi
feladat:

4.5.4. Tétel. A FUGGETLEN PONTHALMAZ FELADAT NP-teljes.

Bizonyitas: Visszavezetjiik r4 a 3 szinnel valo szinezhetGség problémajat. Legyen G
tetsz6leges n pontu graf, és konstrualjuk meg a H gréafot a kovetkezSképpen: Vegyiik G-
nek harom diszjunkt példanyat, Gi-et, Go-t és (G3-at, és kossiik Ossze a harom példany
egymasnak megfelel§ pontjait. Legyen H a kapott graf, ennek tehat 3n pontja van.
Allitjuk, hogy a H grafban akkor és csak akkor van n fiiggetlen pont, ha G harom
szinnel szinezhets. Valoban, ha G harom szinnel, mondjuk pirossal, kékkel és sargaval
kiszinezhetd, akkor a piros pontoknak megfelels Gi-beli, a kék pontoknak megfeleld
G-beli, és a sarga pontoknak megfelel6 G3-beli pontok egyiittvéve is fiiggetlenek a H
grafban, és szamuk éppen n. A megforditas ugyanigy lathato be. m

Megjegyzés. A fiiggetlen ponthalmaz probléma (és ugyanigy a halmazrendszer lefo-
gasanak feladata) csak akkor NP-teljes, ha a k szam is része a bemenetnek. Nyilvanvalo
ugyanis, hogy ha k-t rogzitjiik (pl. k=137), akkor egy n pontu grafra polinomialis id6-
ben (az adott példaban O(n'®") idében) eldonthets, hogy van-e k fiiggetlen pontja.
Mas a helyzet a szinezhetGséggel, ahol mér a 3 szinnel vald szinezhetGség is NP-teljes.

4.5.1. Feladat. Igazoljuk, hogy annak eldontése is NP-teljes, hogy egy adott 2n ponti
grdafban van-e n ponti fliggetlen ponthalmaz.

4.5.2. Feladat. Igazoljuk, hogy annak eldontése is NP-teljes, hogy eqy G grdf kroma-
tikus szdma egqyenld a legnagyobb teljes részgrifjanak pontszamduval.

4.5.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy halmazrendszer olyan, hogy az alaphal-
maz minden eleme legfeljebb 2 halmazban van benne, akkor a rd vonatkozo LEFOGASI
FELADAT polinomidlisan visszavezethetd a pdrositds problémdra.

4.5.4. Feladat. Igazoljuk, hogy ,hipergrdifokra” mdr a 2 szinnel vald szinezhetdség is
NP-teljes: Adott eqy véges S alaphalmaz és részhalmazainak eqy { Ay, ..., Ay} rendsze-
re. Kiszinezhetd-e S 2 szinnel gy, hogy minden A; mindkét szintd pontot tartalmazzon ¢

Igen sok mas fontos kombinatorikai és grafelméleti probléma is NP-teljes: Hamilton-
kor létezése, a pontok diszjunkt haromszogekkel valod lefedhetSsége (2-szogekre ez a
péarositas problémal), adott pontparokat Osszekotd pontdiszjunkt utak létezése stb.
Garey és Johnson (1979) konyve szazaval sorol fel NP-teljes problémakat.

A kombinatorikan kiviil is szamos NP-teljes probléma ismert. Ezek koziil talan a
legfontosabb a kévetkezd:

4.5.6. Probléma (DIOPHANTOSZI EGYENLOTLENSEG-RENDSZER). Adott eqy Ax <
< b egész egyiitthatos linedris egyenldtlenségrendszer, el akarjuk dénteni, hogy van-e
megolddsa egész szamokban. (A matematikaban a ,diophantoszi” jelzdé arra utal, hogy
egész szamokban keressiik a megolddst.)

4.5.5. Tétel. A DIOPHANTOSZI EGYENLOTLENSEG-RENDSZER megoldhatosdga NP-
teljes probléma.
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Bizonyitas: Azt, hogy a probléma NP-ben van, mar lattuk (igaz, bizonyitas nélkiil)
a3 alfejezet o) pontjaban. Legyen adva egy B 3-forma az 1, ...z, valtozokon. Irjuk
fel az alabbi egyenlGtlenségeket :

0<z; <1 minden i-re,

Tiy +Tiy + 245 > 1 minden x;, Vx;, V;, elemi diszjunkciora,
T+, +(1—xy) > 1 minden z;, Vx;, VT;, elemi diszjunkciora,
Ty +(1—z,)+(1—xy) > 1 minden x;, VT;, VT;, elemi diszjunkciora,

(1—x;,)+(1—mz,)+(1—24) >1  minden T, VT, VT, elemi diszjunkciora.

Nyilvanvalo, hogy ennek a linearis egyenl6tlenségrendszernek a megoldasai pontosan a
B-t kielégits értékadasok, igy a 3SAT problémat visszavezettiik a linearis egyenlGtlen-
ség-rendszerek egész szamokban valé megoldhatosaganak problémajara. O]

A bizonyitasbol kittinik, hogy linearis egyenlStlenségrendszerekre mar a 0-1 értékd
megoldas létezésének probléméja is NP-teljes. Valojaban még ennek egy igen specia-
lis esete is NP-teljes. (Igy a fenti bizonyités felesleges volt; mégis leirtuk azért, hogy
lassuk, milyen természetesen lehet logikai feltételeket egész szamokra vonatkozo egyen-
16tlenségekké atfogalmazni. Az ilyen atfogalmazas az egész értéki linearis programozas
sok gyakorlati alkalmazasanak az alapja.)

4.5.7. Probléma (RESZLETOSSZEG PROBLEMA). Adottak az ay,...,a, €sb termé-
szetes szamok. Van-e az [m]={1,2,...,m} halmaznak olyan I részhalmaza, melyre az
> e @i Osszeg pontosan b?

4.5.6. Tétel. A RESZLETOSSZEG PROBLEMA NP-teljes.

Bizonyitas: A PARTICIO probléméat vezetjiik vissza a RESZLETOSSZEG probléma-
ra. Legyen {A;,..., A, } az S ={0,...,n—1} halmaz részhalmazainak egy rendszere,
el akarjuk donteni, hogy van-e olyan részrendszere, mely S-nek egy particiojat adja.
Legyen ¢ = m+1, és rendeljiik hozza minden A; halmazhoz az a; =) jeA, ¢’ szamot.
Legyen tovabba b= 1+4q+...+¢" . Azt allitjuk, hogy A; U...UA,; akkor és csak
akkor particidja az S halmaznak, ha

a“—{——l—a,k:b

A csak akkor” trivialis. Megforditva, tegyiik fel, hogy a;, +...+a; =0b. Legyen c¢; azon
A;, halmazok szama, melyek a j elemet tartalmazzak (0 <j <n-—1). Ekkor

ail+...—|—aik:Zdjqj.
J

Mivel b egyértelmien frhat6 fel g alapt szamrendszerben, kovetkezik, hogy d;=1, vagyis
A; U, . UA;, particidja S-nek. O
Ez az utobbi probléma jo példa arra, hogy a szamok kodolasa jelent&sen tudja befo-
lyasolni az eredményeket. Tegyiik fel ugyanis, hogy minden a; szam gy van megadva,
hogy ez a; bitet igényel (pl. egy a; hosszi 1. ..1 sorozattal). Ezt roviden tigy mondjuk,
hogy undris jelolést hasznalunk. Ezzel a bemenet hossza természetesen megnd, igy az
algoritmusok lépésszama viszonylag (mivel ennek fiiggvényében mérjiik) kisebb lesz.

4.5.7. Tétel. Undris jelolés esetén a részletdsszeq probléma polinomidlisan megoldhato.
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(A linearis egyenl6tlenség egész szamokban valo megoldhatosaganak altalanos prob-
léméja unaris jelolés esetén is NP-teljes; ezt a fenti visszavezetés mutatja.)

Bizonyitas: Minden 1 < p < m-re meghatarozzuk mindazon ¢ természetes szdmok 7T},
halmazat, melyek el6allnak a;, +...+4a;, alakban, ahol 1 <17; < ... <1, <p. Ezt a
kovetkezd trivialis rekurzidval tehetjiik meg:

TOI{O}, Tp+1:TpU{t+ap+1 . tETp}

Ha mar T),-et meghataroztuk, akkor csak azt kell megnézniink, hogy b € T,, teljesiil-e.

Be kell latnunk, hogy ez az egyszerd algoritmus polinomialis. Ez azonnal adodik
abbol az észrevételbdl, hogy T, C{0, ..., > a;}, igy a T, halmazok mérete polinomialis
a bemenet méretében, ami most » . a;. O

Megjegyzések. 1. NP-nehéznek nevezik az olyan f fliggvényt, mely nem sziikség-
képpen van NP-ben, de melyre minden NP-beli probléma visszavezetheté abban az
értelemben, hogy ha az f fiiggvény értékének a kiszamitésat hozzavessziik a RAM-
gép utasitasaihoz (s igy egyetlen lépésnek tekintjiik), akkor barmely NP-beli probléma
polinomiélis idében megoldhat6. Minden NP-teljes nyelv karakterisztikus fliggvénye
NP-nehéz, de vannak olyan NP-nehéz karakterisztikus fiiggvényd nyelvek is, melyek
hatérozottan nehezebbek, mint barmely NP-beli probléma (pl. az n x n-es GO téab-
lan egy allasrél annak eldontése, hogy ki nyer). Van sok fontos NP-nehéz fiiggvény,
mely nem 0-1 értéki. Az operacidokutatas igen sok diszkrét optimalizalasi problémaja-
rol deriilt ki, hogy NP-nehéz. Igy NP-nehéz az utazoiigynok probléma (egy graf minden
éléhez egy  koltség” van hozzarendelve, és keressiink minimalis k6ltségti Hamilton-kort),
a Steiner-probléma (az el6z6 feltételek mellett keressiink minimélis koltségi Osszefiiggd
részgrafot, mely adott csicspontokat tartalmaz), a hatizsdk probléma, az iitemezési
problémék nagy része stb. Sok leszamlalasi probléma is NP-nehéz, pl. egy grafban
a teljes parositdsok szamanak, a Hamilton-korok szamanak, vagy a legalis szinezések
szamanak megéllapitasa.

2. Tapasztalati tény, hogy a legtobb felvet6dé NP-beli problémarél vagy az deriil ki,
hogy NP-teljes, vagy az, hogy P-beli. Nem sikeriilt eddig sem P-be, sem az NP-teljesek
kozé elhelyezni az alabbi problémékat:

a) Adott n természetes szamnak van-e k-ndl nem nagyobb osztdja ?

b) Két adott grdf izomorf-e ¢

3. Ha egy problémarol kideriil, hogy NP-teljes, akkor nem remélhetjiik, hogy olyan
hatékony, polinomialis idejd algoritmust tudunk taldlni ra, mint pl. a parositas prob-
lémara. Mivel ilyen problémak gyakorlatilag igen fontosak lehetnek, nem adhatjuk fel
6ket egy ilyen negativ eredmény miatt. Egy-egy NP-teljes probléma koriil kiillénb6zé
tipusi részeredmények tomege sziiletik: specialis osztalyok, melyekre polinomiélisan
megoldhat6 (pl. ilyen osztaly a konstans favastagsagu grafok osztalya, melyen beliil
sok nehéz probléma — pl. a kromatikus szdm meghatarozasa, vagy a Hamilton-kor
létezése — linearis id6ben megoldhato); exponenciélis, de nem tul nagy bemenetekre
jol hasznalhato algoritmusok; heurisztikdk, melyek nem adnak pontos eredményt, de
(bizonyithatoan vagy tapasztalatilag) jo kozelitést adnak.

Néha azonban a feladatnak éppen a bonyolultsiaga az, ami kihasznalhat6: lasd a
Kriptografiarol szolo fejezetet.
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4.5.5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a SAT nyelv visszavezethetd arra a specidlis eset-
re, amikor a formuldban minden vdltozo legaldbb egyszer eldfordul negdltan és negdlat-
lanul is.

4.5.6. Feladat. A GRAF BEAGYAZASI FELADATban adott eqy grdfokbdl dllo (G, G3)
rendezett pdr. A kérdés az, hogy Go-nek van-e G1-gyel izomorf részgrafja. Bizonyitsuk
be, hogy ez a feladat NP-teljes.

4.5.7. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a LEFOGASI FELADAT polinom iddben megold-
hato olyan halmazrendszerek esetén, ahol a (véges) alaphalmaznak minden elemét ma-
zimum 2 halmaz tartalmazza.

4.5.8. Feladat. A 0—1 EGESZERTEKU PROGRAMOZASI FELADATban az a;; €s b; (i=
=1,....,m, j=1,...,n) bemeneteket eqy tablizatban kapjuk, és az a feladatunk, hogy
eldontsiik, hogy a

Zaijxj:bi (Z:l,,m)
j=1

egyenletrendszernek van-e 0 — 1-értékd megolddsa (az x; vdltozékon). A RESZLET-
OSSZEG FELADAT ennek specidlis esete, amikor is m = 1.

Vezessiik vissza a 0 —1 EGESZERTEKU PROGRAMOZASI FELADATot a RESZLET-
OSSZEG FELADAT7ra/

4.5.9. Feladat. Az OSSZEG KETTEBONTASI FELADAT a kévetkezd. Adott egész
szamok eqy A = {ay,...,a,} halmaza, taldljunk egy olyan I részhalmazdt az [n| =
=1{1,2,...,n} halmaznak, hogy > .. a; = Zje[nw a;. Bizonyitsuk be, hogy ez a feladat
NP-teljes.

4.5.10. Feladat. A rdgzitett hatdri domind feladat a kovetkezd B nyelv. B szavai
T&n&s alakiak, ahol T reprezentdlja a haszndlhato domind tipusokat, n eqy termé-
szetes szam, s pedig domindk eqy 4n—4 hosszu sorozata. T&n&s pontosan akkor van
B-ben, ha az n x n-es négyzetnek van a T-beli dominokkal olyan fedése, hogy a hatar
(a bal alsé sarokbol dramutato jardsdval ellenkezd irdnyban haladva) pont az s sorozat
dominoibol dll. Bizonyitsuk be, hogy B NP-teljes.

4.5.11. Feladat. Tekintsiik a kovetkezd domind lerakdsi feladatot. Adott domindk eqy
véges halmaza, koztik egy kitiintetett dominoval. A feladat egy bindrisan adott n inputra
eldontent, hogy az n X n-es négyzet kirakhato-e ezekkel a dominokkal vigy, hogy a négy

sarokba a kitiintetett domind keriljon. Bizonyitsuk be, hogy van olyan domindcsomag,
mellyel ez a feladat NEXPTIME-teljes.



5. fejezet

Randomizalt algoritmusok

A [ fejezetben idéztiik a Church-tézist: minden ,algoritmus” (a sz6 heurisztikus ér-
telmében) megvalosithato pl. egy Turing-gépen. Ez azonban nem teljesen igaz: ha egy
algoritmusban megengedjiik a ,forintfeldobést”, vagyis véletlen szam generalasat elemi
lépésként, akkor bizonyithatoan képesek lesziink olyan feladatok megoldasara, melyek-
re a Turing-gép nem (ezt a [0l fejezetben mutatjuk meg). Méas esetekben a véletlen
valasztéas az algoritmusokat jelentGsen meggyorsitja. Erre latunk példékat ebben a fe-
jezetben.

Mivel igy 1j, er6sebb matematikai gépfogalmat nyeriink, ennek megfelel6 bonyolult-
sagi osztalyok is bevezethetsk. Ezek koziil néhény legfontosabbat targyalunk a fejezet
végén.
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5.1. Polinomazonossag ellenérzése

Legyen f(x1,...,x,) egy n-valtozos racionalis egyiitthatos polinom, mely legfeljebb k-
adfoku. (Egy tobbvaltozos polinom foka a benne szerepld tagok fokanak maximuma, és
egy tag foka a benne szerepld kitevsk osszege). El szeretnénk dénteni, hogy f, mint n-
valtozos fliggvény azonosan 0-e. A klasszikus algebrabol tudjuk, hogy egy polinom akkor
és csak akkor azonosan 0, ha zardjeleit felbontva, minden tag ,kiesik”. Ez a kritérium
azonban nem mindig alkalmazhaté jol. Példaul elképzelhets, hogy a polinom zardjeles
alakban van adva, és a zarojelek felbontésa exponencialisan sok taghoz vezet. J6 volna
olyan polinomokra is mondani valamit, melyek megadasaban az alapmiiveleteken kiviil
mas miiveletek, pl. determinans kiszamitasa is szerepelhet.

Az alapgondolat az, hogy a valtozok helyébe véletlenszertien véalasztott szamokat
frunk, és kiszamitjuk a polinom értékét. Ha ez nem 0, akkor természetesen a polinom
nem lehet azonosan 0. Ha a kiszamitott érték 0, akkor lehet ugyan, hogy a polinom
nem azonosan 0, az azonban igen kis valészintiségi, hogy ,beletalaltunk” egy gyokébe;
igy ilyen esetben megéllapithatjuk, hogy a polinom azonosan 0; kicsi a val6szintsége,
hogy tévediink.

Ha a valtozoknak pl. a [0,1] intervallumban egyenletes eloszlas szerint valasztott
valos értékeket tudnédnk adni, akkor a hiba valdszintisége 0 volna. Valojaban azonban
diszkrét értékekkel kell szamolnunk; ezért azt tessziik fel, hogy a valtozok értékeit egy
[0, N] intervallum egész szamai koziil valasztjuk egyenletes eloszlas szerint. Ekkor a
tévedés valoszintisége mar nem lesz 0, de kicsi lesz, ha N elég nagy. Erre vonatkozik a
kovetkezd alapvetd eredmény :

5.1.1. Lemma (Schwartz—Zippel-lemma). Ha f nem azonosan nulla, n-vdltozds, leg-
feljebb k-adfoki polinom, és a & (i=1,...,n) értékek a [0, N —1] intervallumban egyen-
letes eloszlds szerint véletlenszerien és eqymdstol fiiggetleniil valasztott egész szdmok,
akkor

PH(f(Er,. . 6) = 0) < o

Bizonyitas: Az allitast n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk be. n = 1-re az éllitas

igaz, mert egy k-adfoku polinomnak legfeljebb k gyoke lehet. Legyen n>1, és rendezziik
f-et x1 hatvanyai szerint:

f:f0+f1$1+f2$§+...+ftxi,

ahol fy,..., fi az xo, ..., x, valtozok polinomjai, f; nem azonosan 0, és t < k. Marmost
Pr(f(gla B 7571) - 0) =

Pr(f(gla"wén) =0 | ft(§2;-~;xn> :O)Pr<ft<§277§n) :0)+
+Pr(f(£177£n) =0 ‘ ft(an-"agn) %O)Pr(ft(é-%afn) 7£0)
<Pr(fi(&,....&) =0)+Pr(f(&, ..., &) =0 fi(&, ..., &) #0).

Itt az elsé tagot az indukcids feltevésbdl tudjuk megbecsiilni, a masodik tag pedig
legfeljebb t/N (mivel &; fiiggetlen a &, .. ., &, valtozoktdl, igy ha azokat ugy rogzitjik,
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hogy f; #0 és igy f mint x; polinomja nem azonosan 0, akkor legfeljebb ¢/N annak a
valoszintisége, hogy & gyoke legyen). Igy

t

Pr(f(6 o &) =0) S T 0

k
N

Ezek alapjan a polinom azonosan 0 voltanak eldontésére a kovetkezs véletlent hasz-
nalo, randomizdlt algoritmus adodik:

5.1.2. Algoritmus. Szamitsuk ki f(&,...,&,)-t a [0,2k] intervallumban egyenletes
elosztas szerint véletlenszertien és egymastol fliggetleniil valasztott egész &; értékekkel.
Ha nem 0 értéket kapunk, megéllunk: f nem azonosan 0. Ha 0 értéket kapunk, megis-
mételjiik a szamitast. Ha 100-szor egymés utan 0-t kapunk, megallunk, és azt mondjuk,
hogy f azonosan 0.

Ha f azonosan 0, akkor ez az algoritmus ezt is allapitja meg. Ha f nem azonosan 0,
akkor minden egyes iteracional — Schwartz és Zippel lemmaja szerint — 1/2-nél kisebb
annak a valoszintsége, hogy 0-t kapunk eredményiil. 100 fliggetleniil megismételt ki-
sérletnél 271%0-n4l kisebb annak a valoszintisége, hogy ez mindig bekovetkezik, vagyis,
hogy az algoritmus hibasan azt allitja, hogy f azonosan 0.

Ahhoz, hogy az algoritmust valoban végre tudjuk hajtani, két dolog kell: egyrészt
fiiggetlen véletlen szamokat kell tudni generalni (ezt most feltessziik, hogy megvalosit-
hato, éspedig a generalandé szamok bitjeinek szaméban polinomialis id6ben), masrészt
hossza; ilyen lehet pl. explicit zarojeles kifejezés, de mas is, pl. determinans alak).

A modszer alkalmazasara meglepd példaként egy parositas-algoritmust mutatunk
be. (A parositas problémat all fejezetben méar targyaltuk.) Legyen G paros graf A és B
szin-osztalyokkal, A={a1,...,a,}, B={b1,...,b,}. Minden q;b; élhez rendeljiink hozza
egy x;; valtozot. Konstrualjuk meg az n xn-es M = (m;;) matrixot a kovetkez&képpen:

m_{ Tij, ha aibjEE(G),
Y1 0,  egyébkeént.
Ennek a matrixnak a determinansa szoros kapcsolatban all a G graf parositasaival, mint
azt Kénig Dénes észrevette Frobenius egy munkajat elemezve (vo. a 433l tétellel):

5.1.3. Tétel. A G pdros grafban akkor és csak akkor van teljes parositdas, ha det(M)Z0.

Bizonyitas: Tekintsiik a determinans egy kifejtési tagjat:

EM1r1)M27(2) - - - Monr(n) s

ahol maz 1,...,n szamok egy permutécidja. Hogy ez ne legyen 0, ahhoz az kell, hogy
a; és br(;) minden i-re Ossze legyenek kétve; mas szoval, hogy {a1bx(1), - . . anbr(n)} teljes
parositas legyen G-ben. Igy ha GG-ben nincs teljes parositas, a determinéns azonosan 0.
Ha G-ben van teljes parositas, akkor minden ilyennek megfelel egy-egy nem-0 kifejtési
tag. Mivel ezek a tagok nem ejtik ki egymast (barmely kettd tartalmaz két kiilonb6zs
valtozot), a determinans nem azonosan 0. ]

Mivel det(M) az M matrix elemeinek olyan polinomja, mely polinomiélis id6ben
kiszamithato (pl. Gauss-eliminacioval), ebbdl a tételbsl polinomiélis idejd randomizalt
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algoritmus adodik a parosités problémara paros grafokban. Azt kordbban mér emlitet-
tiik, hogy erre a problémara létezik polinomialis idej determinisztikus algoritmus is (a
,magyar modszer”). Az itt targyalt algoritmusnak az az egyik el6nye, hogy igen egysze-
riien programozhat6 (determinans-szamitéas altalaban van a kényvtarban). Ha ,gyors”
méatrixszorzasi eljardsokat alkalmazunk, ez a randomizalt algoritmus aszimptotikusan
kicsit gyorsabb, mint a leggyorsabb ismert determinisztikus: O(n*%) helyett O(n*%)
id6 alatt végrehajthato. Legfébb érdeme azonban az, hogy jol parhuzamosithato, mint
azt a[lll fejezetben latni fogjuk.

Hasonlo, de kicsit bonyolultabb moédszerrel nemparos grafokban is eldonthets, hogy
van-e teljes parositas. Legyen V={vy,...,v,} a G graf ponthalmaza. Rendeljiink megint
minden v;v; élhez (ahol i < j) egy z;; valtozot, és konstrualjunk egy antiszimmetrikus
nxn-es T'= (t;;) matrixot a kovetkezéképpen:

Ligs ha vv; € E(G), ési <7,
tiy=1q —%j, havv; € B(G), ési>j,
Oa ngébkéIlt

Tutte-t6l szarmazik a fent idézett Frobenius—Kd&nig-féle tétel kovetkezd analogonja,
melyet bizonyités nélkil idéziink:
5.1.4. Tétel. A G grafban akkor és csak akkor van teljes pdrositds, ha det(T)#0. [

Ebbdl a tételbdl, a paros graf esetéhez hasonléan egy polinomialis idejd randomizalt
algoritmus adddik annak eldontésére, hogy GG-ben van-e teljes parositas.
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5.2. Primtesztelés

Legyen m péaratlan természetes szam, el akarjuk donteni, hogy prim-e. Az el6zé fe-
jezetben lattuk, hogy ez a probléma NPNco-NP-ben van. Az ott leirt tanik azonban
(legalabbis egyelére) nem vezettek polinomialis idejd primteszthez. Ezért most el&szor
az Osszetettségnek egy 1j, bonyolultabb moédon valo NP-leirasat (tanusitasat) adjuk
meg.

Idézziik fel az un. ,kis” Fermat-tételt: Ha m prim, akkor minden 1 <a <m—1
természetes szamra a™ ! — 1 oszthaté m-mel. Ha — adott m mellett — egy a szdmra
a™ ' —1 oszthato m-mel, akkor azt mondjuk, hogy a kielégiti a Fermat-feltételt.

A minden 1<a<m—1 szamra megkovetelt Fermat-feltétel jellemzi is primeket, mert
ha m Gsszetett szam, és a-nak barmely olyan szamot valasztunk, mely m-hez nem relativ
prim, akkor a™ ! —1 nyilvanvaldéan nem oszthaté m-mel. Természetesen nem tudjuk a
Fermat-feltételt minden a-ra ellendrizni; ez exponencialis id6t igényelne. Kérdés tehat,
hogy milyen a-kra alkalmazzuk? Vannak olyan m Osszetett szamok (az an. pszeudo-
primek), melyekre a Fermat-feltétel minden m-hez relativ prim a szamra teljesiil ; ezekre
kiilonosen nehéz lesz a feltételt megsérts a szamot talalni. (Ilyen pszeudo-prim példaul
az 561 =3-11-17.)

Idézziik fel, hogy egy m szammal azonos osztasi maradékot add egész szamok hal-
mazat modulo m maradékosztilynak nevezziik. A maradékosztaly primitiv, ha elemei
m-hez relativ primek (ez nyilvan egy maradékosztaly minden elemére egyszerre teljesiil,
mint ahogyan a Fermat-feltétel is).

Erdemes megjegyezni, hogy ha m nem pszeudo-prim, akkor a modulo m primitiv
maradékosztalyoknak legfeljebb a felére teljesiil a Fermat-feltétel. (A nem primitiv ma-
radékosztélyok egyikére sem). Az olyan a primitiv maradékosztélyok ugyanis, melyek
a Fermat-feltételt kielégitik, a szorzéasra nézve részcsoportot alkotnak. Ha ez a részcso-
port valodi, akkor indexe legalabb 2, igy a primitiv maradékosztalyoknak legfeljebb a
felét tartalmazza.

Igy ha m nem pszeudo-prim, akkor a kovetkezs egyszert randomizalt primteszt
miikodik: ellenérizziik, hogy egy véletlenszertien valasztott 1 <a <m—1 szam kielégiti-
e a kis Fermat-tételt. Ha nem, tudjuk, hogy m nem prim. Ha igen, akkor ismételjiik
meg az eljarast. Ha 100-szor egymastol fliggetleniil azt talaltuk, hogy a kis Fermat-tétel
teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy m prim. El6fordulhat ugyan, hogy m 6sszetett, de ha
nem pszeudo-prim, akkor minden lépésben 1/2-nél kisebb volt annak a valoszintsége,
hogy a feltételt kielégits a-t talaltunk, és igy 271%°-nal kisebb annak a valoszintisége,
hogy egymés utan 100-szor ez bekdvetkezzen.

Sajnos ez a modszer pszeudo-primekre cs6dot mond (azokat nagy valoszintiséggel
primeknek talalja). Igy a Fermat-feltételt kissé modositjuk. Irjuk fel az m —1 szamot
28 M alakban, ahol M paratlan. Azt mondjuk, hogy egy a szam megsérti a Miller—
Rabin-feltételt, ha az

aM—l, aM+1, a2M+1, a4M—|—1,..., a2k_1M+1

szamok egyike sem oszthaté m-mel. Mivel ezeknek a szorzata éppen a™ ! — 1, minden
olyan a szam, mely a Miller-Rabin-feltételt megsérti, megsérti a Fermat-feltételt is (de
nem megforditva, mert m lehet Gsszetett, és igy lehet osztoja egy szorzatnak anélkiil,
hogy béarmelyik tényezéjének is osztdja volna).
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5.2.1. Lemma. Akkor és csak akkor elégiti ki minden 1 < a < m—1 egész szdm a
Miller—Rabin-feltételt, ha m primszdm.

Bizonyitas: I. Ha m Gsszetett, akkor barmely valodi osztdja megsérti a Miller-Rabin-
feltételt.

I1. Tegyiik fel, hogy m prim. Ekkor a Fermat-feltétel szerint barmely 1 < a <m
természetes szamra a™ ! —1 oszthaté m-mel. Ez a szam azonban szorzatta bonthato:

a" ' —1=(a™ -1+ 1)@ +1)(a*+1)...(a® M+1).

Igy (ismét felhasznélva, hogy m prim) ezen tényezdk valamelyike is oszthat6 kell, hogy
legyen m-mel, vagyis a kielégiti a Miller-Rabin-feltételt. O

Az algoritmus kulcslépése az az eredmény, hogy — a Fermat-feltétellel ellentétben —
a Miller-Rabin-feltételt 0sszetett szdmokra a maradékosztalyok tobbsége megsérti:

5.2.2. Lemma. Ha m dsszetett szam, akkor modulo m a primitiv maradékosztdlyoknak
legaldbb fele megsérti a Miller—Rabin-feltételt.

Bizonyitas: Mivel a lemma igazsagat nem pszeudo-primekre mar belattuk, igy a to-
vabbiakban feltehetjiik, hogy m pszeudo-prim. ElGszor is belatjuk, hogy ekkor m pa-
ratlan és négyzetmentes. Ha m paros volna, akkor m —1 megsértené a Fermat-feltételt,
mert (m—1)""!= —1 (mod m). Tegyiik fel, hogy egy p primre p* osztja m-et vala-
milyen k > 1-re, de p*™! mar nem. Kénnyti latni, hogy ekkor a = m/p—1 megsérti a
Fermat-feltételt, ugyanis ha a™ !-et kifejtjiik a binomidlis tétel szerint, akkor minden
tag oszthato lesz pF-val, kivéve a két utolsot, tehat a™t=—(m—1)(m/p)+1=(m/p)+
+1#1 (mod p*). Persze igy m sem oszthatja (a™ 1—1)-et.

Legyen m primfelbontasa p; ...p, (t > 2). Allitjuk, hogy minden i-re p; — 1 osztoja
(m—1)-nek. Tegyiik fel, hogy ez nem &ll, akkor m—1=(p;—1)g+r, ahol 1 <r <p;,—1.
A 435 tétel szerint van olyan p;-vel nem oszthat6é a szam, melyre a” — 1 nem oszthato
pi-vel. A kinai maradéktétel szerint van olyan b modulo m maradékosztaly, hogy b =
=a (mod p;), és minden 1 < j <t értékre amely kiilonbozik i-t6l b =1 (mod p;). Ez
a b nyilvan primitiv maradékosztély, és b™ ! = a™ ! = (aP"1)9a" = a" £ 1 (mod p;),
és igy b™! —1 nem oszthato p;-vel, tehat m-mel sem. Ez ellentmond annak, hogy m
pszeudo-prim.

Legyen ¢ az a legnagyobb kitevé melyre a p; —1 szamok egyike sem osztoja 2¢M-nek.
Mivel a p; — 1 szamok parosak, M pedig paratlan, ilyen ¢ létezik, és mivel minden i-re
p; — 1 osztoja 28 M-nek, ezért 0 < ¢ < k. Az (¢ definicidja szerint van olyan i, hogy p; —1
osztéja 21 M-nek és ezért p; osztdja (a*™ —1)-nek minden primitiv a maradékosz-
talyra és minden ¢ < s < k-ra. Ekkor viszont p; nem lehet osztoja (a?* +1)-nek és igy
m sem osztoja (a® M 41)-nek. Tehat ha a olyan primitiv maradékosztély, mely kielégiti
a Miller-Rabin-feltételt, akkor m sziikségképpen osztéja az a™ —1, a™ +1, a®M 41,

.., a®M 41 szamok valamelyikének. Ezért minden ilyen a-ra m vagy az els6 [+1 db
(a*M —1) szorzaténak, vagy az (a2™ +1)-nek osztéja. Nevezziik a modulo m primitiv
a maradékosztalyt ,elsé fajtanak”, ha a?M = (mod m), és ,masodik fajtanak”, ha
@M = —1 (mod m).

Becsiiljiik meg elGszor az elsé fajta maradékosztalyok szamat. Tekintsiink egy 1,
1 <i <t indexet. Mivel p; — 1 nem osztéja a 2°M kitevének, 2¢ = (p; —1)g+r, ahol
1<r<p—1A tétel szerint van olyan p;-vel nem oszthato ¢ szdm, melyre ¢” —
—1 nem oszthat6 p;-vel. De ekkor ¢™ 1 = (¢Pi=1)ic" =" # 1 (mod p;), és igy ™1 —1
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nem oszthato p;-vel. Ugyancsak hasznaltuk mér azt a gondolatmenetet, hogy ekkor a
modulo p; primitiv maradékosztalyoknak legfeljebb a fele olyan, hogy a™ ! —1 oszthato
pi-vel. A kinai maradéktétel szerint kdlcsondsen egyértelmii megfeleltetés van a py ... py
szorzatra mint modulusra vett primitiv maradékosztalyok és a pq, ..., p; primekre vett
primitiv maradékosztaly-t-esek kozott. Igy modulo p; ... p; a primitiv maradékoszta-
lyoknak legfeljebb 2i-ed része olyan, hogy mindegyik p; osztoja (a2 —1)-nek. Ezért
a modulo m vett primitiv maradékosztalyoknak legfeljebb (2!)-ed része olyan, hogy m
osztoja (a® ™ —1)-nek.

Koénnyt latni, hogy két masodik fajta maradékosztaly szorzata elsé fajta. Igy a
masodik fajta maradékosztalyokat egy rogzitett maradékosztéllyal végigszorozva kii-
16nb6z6 elsd fajta maradékosztalyokat kapunk, tehét a masodik fajta maradékoszta-
lyok szama legfeljebb akkora, mint az elsé fajtajuaké. Igy a kettd egyiitt is a primitiv
maradékosztalyoknak legfeliebb 2/~!-edrészét, és igy legfeljebb felét teszi ki. O

5.2.3. Lemma. Adott m-rdl és a-rol polinomidlis idében eldonthetd, hogy a kielégiti-e
a Miller—Rabin-feltételt.

Ehhez csak a3 1.2l lemmat kell emlékezetbe idézni: a® maradéka modulo ¢ kiszamit-
hato polinomialis id6ben. E harom lemma alapjan a kovetkezd randomizalt algoritmus
adhatd primtesztelésre:

5.2.4. Algoritmus. Véletlenszertien valasztunk egy a szamot 1 és m — 1 kozott, és
megnézziik, hogy kielégiti-e a Miller—Rabin-feltételt. Ha nem, akkor m Osszetett. Ha
igen, 1j a-t valasztunk. Ha 100-szor egymas utan teljesiil a Miller-Rabin-feltétel, akkor
azt mondjuk, hogy m prim.

Ha m prim, akkor az algoritmus biztosan ezt mondja. Ha m 0Osszetett, akkor a
véletlenszertien véalasztott a szam legalabb 1/2 valoszintiséggel megsérti a Miller—-Rabin-
feltételt. Igy szaz fiiggetlen kisérlet soran 27'%9-nal kisebb annak a valoszintsége, hogy
egyszer sem sériil meg a Miller-Rabin-feltétel, vagyis hogy az algoritmus azt mondja,
hogy m prim.

Megjegyzések. 1. Ha az algoritmus azt talalja, hogy m Osszetett, akkor — érdekes mo-
don — nem abbdl latjuk ezt, hogy egy osztojat talalja meg, hanem (lényegében) abbol,
hogy megsérti a Miller-Rabin-feltételt. Ha a szam a Fermat-feltételt nem sérti meg,
akkor m nem lehet a a™ —1,aM+1,a*M4+1,a*M +1, .. ., a2’ "M 41 szamok mindegyiké-
hez relativ prim, igy ezekkel vett legnagyobb kozos osztoit kiszamitva, valamelyik egy
valodi o0szt6 lesz. Nem ismeretes (sem determinisztikus, sem randomizalt) polinomiélis
algoritmus arra, hogy ha a Fermat-feltétel is megsériil, egy valodi osztot talaljunk. Ez a
feladat gyakorlatban is 1ényegesen nehezebb, mint a primség eldontése. A kriptografia-
0l sz016 fejezetben latni fogjuk, hogy ennek a tapasztalati ténynek fontos alkalmazasai
vannak.

2. Megprobalhatunk adott m-hez a Miller-Rabin-feltételt megsért6 a-t nem véletlen
valasztéassal, hanem az 1, 2 stb. szamok kiprobaldsaval keresni. Nem ismeretes, hogy
ha m Osszetett, milyen kicsi az elsG ilyen szam. Felhasznalva azonban az analitikus
szamelmélet egy évszazados sejtését, az un. Altalanositott Riemann-hipotézist, meg
lehet mutatni, hogy nem nagyobb, mint log? m. Igy ez a determinisztikus primtesztelés
polinomialis idejt, ha az Altalanositott Riemann-hipotézis igaz.

3. Végiil 2002-ben Agrawal, Kayal, és Saxena bebizonyitottak, hogy a primtesztelés
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probléma P-ben van.

Az el6z6ekben megismert primtesztelési algoritmust felhasznalhatjuk arra, hogy
adott n szamjegyd primszamot keressiink (mondjuk kettes szdmrendszerben). Va-
lasszunk ugyanis véletlenszertien egy k szdmot a [2"~! 2" —1] intervallumbol, és ellen-
rizziik, hogy prim-e, mondjuk legfeljebb 2719 valészintiségii hibaval. Ha igen, megal-
lunk. Ha nem, 4j k szamot valasztunk. Marmost a primszamok elméletébdl kovetkezik,
hogy ebben az intervallumban nemcsak, hogy van primszam, de a primszamok széma
elég nagy : aszimptotikusan (log €)2"~! /n, vagyis egy véletlenszertien valasztott n jegyt
szam kb. (loge)/n valoszintséggel lesz prim. Ezért a kisérletet O(n)-szer ismételve mar
igen nagy valoszintiséggel talalunk primszamot.

Ugyanigy valaszthatunk véletlen primet minden elég hosszt intervallumbél, pl. az
[1,2"] intervallumbol.

Megjegyzés. Ugyan Agrawal, Kayal, és Saxena tétele alapjan a primtesztelésrél tud-
juk, hogy P-ben van, ez azonban nem sokat segit n jegyd prim keresésében. (Ha Cramér
sejtése igaz lenne, miszerint p,,, —pn, = O(log®n) — ahol p, jeloli az n. primet, — ak-
kor persze tudnank talalni determinisztikus polinomiélis idejd primgeneratort is, de a
kriptografiai alkalmazésok céljara ez sem lenne megfeleld, hiszen altalaban fontos, hogy
minden alkalommal az eddigiekt6l eltérs primet talaljunk.) Tehat az ilyen feladatokra
egyelére a randomizacio egyelSre alapvetének latszik, és ha mér a keresésre hasznaljuk
a randomizaciot, akkor semmi nem indokolja, hogy a tesztelésre ne hasznaljuk.
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5.3. Randomizalt bonyolultsagi osztalyok

Az el6z6 két pontban olyan algoritmusokat targyaltunk, melyek véletlen szamokat hasz-
naltak fel. Most az ilyen algoritmusokkal megoldhaté feladatoknak definialjuk egy osz-
talyat.

El6szor a megfelels gépet definidljuk. Legyen T'=(k, ¥, T', a, 3, ) egy determiniszti-
kus Turing-gép, melynek a szokasos k szalagjan kiviil van egy 0. specialis csak olvasha-
to szalagja is, melyen a 0. mez6tdl kezdve minden mezGjében 0 vagy 1 talalhato. Erre
a szalagra ugy fogunk gondolni, mint amely egy végtelen hosszu véletlen bitsorozatot
tartalmaz (persze egy t 1épés utéan lealldo Turing-gép csak az elsg ¢ bitet tudja innen elol-
vasni, azért kell ennek a szalagnak végtelennek lennie, hogy minden bemenet-hosszisag
esetén legyen ,elegendd” véletlen bitje a gépnek). Az ilyen ,yvéletlen szalag’™gal ellatott
Turing-gépet randomizalt Turing-gépnek nevezziik. Az ilyen Turing-gép minden egyes
szamolasanak van bizonyos valdszintisége, amelyet persze tgy értjiik, hogy a 0. szalag
mezGire fiiggetleniil sorsoltunk 0-t vagy 1-et, 1/2 valoszintiséggel.

A gép ugyanazon az x bemeneten tobbféleképpen miikddhet a 0. szalag tartalménak
fiiggvényében. Mi csak olyan randomizalt Turing-gépekkel foglalkozunk, amelyek egy
eldontési feladathoz késziiltek. Azt mondjuk, hogy a randomizalt Turing-gép egy adott
xr € X bemenetet p valoszintiséggel fogad el, ha egyrészt leallaskor az utolsé szalag
0. mez6jén mindig vagy 0 vagy 1 all; masrészt annak a valdszintisége, hogy itt 1 all,
pontosan p.

Azt mondjuk, hogy a randomizalt Turing-gép gyengén eldont (vagy Monte Carlo
értelemben eldont) egy L nyelvet, ha minden z € £ esetén legalabb 3/4 valoszintiséggel
elfogadja az x bemenetet, x & L esetén pedig legfeljebb 1/4 valoszintiséggel elfogadja
az x bemenetet. Roviden: legfeljebb 1/4 a valészintisége annak, hogy hibés valaszt ad.

Példainkben ennél erdsebb értelemben hasznaltunk randomizélt algoritmusokat:
azok legfeljebb az egyik irdnyban tévedhettek. Azt mondjuk, hogy a randomizalt
Turing-gép elfogad egy L nyelvet, ha minden x bemenetre x € L esetén az x szot
mindig elutasitja, © € L esetén pedig legalabb 1/2 annak a valoszintsége, hogy az x
szot elfogadja.

Azt mondjuk, hogy a randomizalt Turing-gép erdsen eldont (vagy Las Vegas érte-
lemben eldint) egy L nyelvet, ha minden x € X* széra 1 valoszintiséggel helyes valaszt
ad. (Mivel minden véges hosszusagu konkrét szamolés valoszintisége pozitiv, igy itt a
0 valoszintségt kivétel nem lehet az, hogy a gép rossz valasszal all meg, hanem csak
az, hogy végtelen ideig miikodik.)

Randomizalt Turing-gépnél meg lehet kiilonboztetni minden bemenetre a leg-
rosszabb szamolas lépésszaméat (egy adott bemenetre a lehetséges véletlen szalag tar-
talmak esetén végrehajtott lépések szamanak a maximumat), és a varhatd lépéssza-
mot (a lépésszam varhatod értékét). Mindazon nyelvek osztélyat, melyet randomizalt
Turing-gépen polinomialis varhat6é idében gyengén el lehet donteni, BPP-vel (Boun-
ded Probability Polynomial) jel6ljiik. Mindazon nyelvek osztéalyat, melyet randomizalt
Turing-gépen polinomialis varhaté idében fel lehet ismerni, RP-vel (Random Polyno-
mial) jeloljiik, valamint azon nyelvek osztalyat, melyeket randomizalt Turing-gépen

polinomialis varhato idében erdsen el lehet dénteni, ZPP-vel (Zero-error Probabilistic
Polynomial) jeloljiik. Nyilvanvalo, hogy BPP O RP O ZPP D P.

c stz

A gyenge eldontés definicidojaban szerepls 3/4 konstans 6nkényes: ehelyett barmi-
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lyen 1-nél kisebb, de 1/2-nél nagyobb szamot is mondhatnank anélkiil, hogy pl. a BPP
osztaly valtozna (1/2-et mar nem: ekkora valoszintiségi helyes valaszt mar pénzfel-
dobéssal adhatunk). Ugyanis ha a gép 1/2 < ¢ < 1 valoszintiséggel ad helyes valaszt,
akkor ismételjik meg az x bemeneten a szamolést fliggetleniil ¢-szer, és a legtoébbszor
adott valaszt tekintsiik valasznak. A nagy szamok torvényébdl konnyen lathato, hogy
annak a valoszintisége, hogy ez a vélasz hibas, kisebb, mint ¢!, ahol ¢; csak a c-t6l fliggs
1-nél kisebb konstans. Elég nagy t-re ez tetszélegesen kicsivé tehetd, és ez a varhato
lépésszamot csak konstans szorzéval néveli meg.

Hasonloan belathato, hogy az elfogadas definiciojaban szerepls 1/2 konstans is he-
lyettesithets volna barmilyen 1-nél kisebb pozitiv szammal.
varhato 1épésszam helyett tekinthetnénk a legrosszabb 1épésszamot is; ez sem valtoz-
tatna meg az osztalyokat. Nyilvanvalo, hogy ha a legrosszabb lépésszam polinomialis,
akkor a varhato lépésszam is az. Megforditva, ha a varhato 1épésszam polinomiélis,
mondjuk legfeljebb |z|¢, akkor a Markov-egyenlétlenség szerint annak a valészinisége,
hogy egy szamolas tébb, mint 8|x|? ideig tart, legfeljebb 1/8. Igy beépithetiink egy
szamlalot, mely a gépet 8|z|¢ 1épés utan leallitja, és az eredményszalagra 0-t ir. Ez a
hiba valoszintségét legfeljebb 1/8-dal néveli meg.

Ugyanez a ZPP osztalyra mér nem ismeretes: itt a legrosszabb futasi id§ korlatozasa
méar determinisztikus algoritmushoz vezetne, és nem ismeretes, hogy ZPP egyenlé-e P-
vel.

Megjegyzés. Definidlhatjuk a randomizalt RAM-gépet is: ennek van egy kiilon w
rekesze, melyben mindig 1/2 valoszintiséggel 0 vagy 1 all. A programnyelvhez hozzé
kell még venni az y := w utasitast. Valahanyszor ezt hajtjuk végre, a w rekeszben 1j
véletlen bit jelenik meg, mely az el6z6 bitektdl teljesen fiiggetlen. Nem nehéz belatni,
hogy az igy definialt gép polinomialisan ekvivalens a fent definialt Turing-gép modellel.

Lathato, hogy minden RP-beli nyelv NP-ben van. Trivialis, hogy a BPP és ZPP
osztalyok komplementalasra zartak: minden £ nyelvvel egyiitt tartalmazzak a X§ —
— L nyelvet is. Az RP osztaly definici6ja nem ilyen, és nem is ismeretes, hogy ez az
osztaly zéart-e a komplementalasra. Ezért érdemes definidlni a co-RP osztaly: Egy £
nyelv co-RP-ben van, ha a Xj— £ komplementer nyelv RP-ben van.

Az NP osztalynak hasznos jellemzését adtak a tanuk”. Egy analog tétel az RP
osztalyra is all:

5.3.1. Tétel. Egy L nyelv akkor és csak akkor van RP-ben, ha létezik olyan L' € P
nyelv és olyan f(n) polinom, hogy

a) L={zeX*:Jye ¥ |yl = f(|z]), z&y € L'}, és

b) haxeLl, akkor az f(|x|) hosszusdgi y szavaknak legaldbb fele olyan, hogy x&yeL’.

Bizonyitas: Hasonlo az NP-re vonatkozo tétel bizonyitasahoz. O
Az RP és ZPP osztalyok kapcsolata szorosabb, mint ahogyan — az NP és P osztalyok
analogidja alapjan — varnank:

5.3.2. Tétel. Eqgy L nyelvre az alabbiak ekvivalensek :

i) L€ZPP;
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ii) L€ RPNco-RP;

i11) Van olyan polinomidlis (legrosszabb) idejid randomizalt Turing-gép, mely az ered-
ményszalagra az ,17 és ,,0” jeleken kivil a ,,FELADOM?” szot is irhatja; az 17 és
07 vdlaszok soha nem hibdasak, vagyis © € L esetén vagy ,17 vagy ,FELADOM”,

x & L esetén pedig vagy ,0” vagy ,FELADOM” az eredmény. A ,FELADOM”
vdlasz valdszintsége legfeljebb 1/2 lehet.

Bizonyitas: Nyilvanvalo, hogy i)==-i). Ugyancsak konnyen lathato, hogy ii)==-iii):
Adjuk be z-et egy olyan randomizalt Turing-gépnek, mely L-et polinomialis idGben
elfogadja, és egy olyannak is, mely ¥ — L-et fogadja el polinomidlis id6ben. Ha a ketts
ugyanazt a véalaszt adja (pl. = € L), akkor az biztosan korrekt. Ha eltérs valaszt adnak,
akkor , feladjuk”. Ekkor valamelyik tévedett, és igy ennek a valoszintisége legfeljebb 1/2.

Végiil iii)=1) belatasdhoz nem kell mést tenni, mint a iii)-beli Ty Turing-gépet tgy
modositani, hogy a ,FELADOM?” valasz helyett induljon Gjra. Ha T} 1épésszama egy x
bemeneten 7, és a feladas valoszintisége p, akkor ugyanezen a bemeneten a modositott
gép varhato lépésszama

o

Y 1-otr = 17 <or. O
t=1

A korabbi alfejezetekben lattuk, hogy az Gsszetett szamok ,nyelve” RP-ben van.
Ennél t&bb is igaz: eldszor Adleman és Huang megmutattak, hogy ez a nyelv ZPP-ben
is benne van, majd 2002-ben Agrawal, Kayal, és Saxena bizonyitottak, hogy P-ben
van. A maésik fontos példankra, a nem azonosan 0 polinomokra csak annyi ismeretes,
hogy RP-ben vannak. Az algebrai (elsésorban csoportelméleti) problémak kozott is sok
olyan van, mely RP-ben, ill. ZPP-ben van, de polinomialis algoritmus nem ismeretes a
megoldaséra.

Megjegyzés. A véletlent hasznélod algoritmusok nem tévesztendsk Gssze az olyan al-
goritmusokkal, melyeknek teljesitményét (pl. 1épésszamanak varhato értékét) véletlen
bemenetre vizsgéaljuk. Mi itt a bemenetek halmazan nem tételeztiink fel valdszintiségel-
oszlast, hanem a legrosszabb esetet tekintettiik. Algoritmusoknak bizonyos eloszlasbol
szarmazoé véletlen bemeneteken varhaté viselkedésének vizsgalata igen fontos, de nehéz
és meglehetdsen gyermekcipében jard teriilet, amivel itt nem foglalkozunk.

Megjegyzés. Sokan ugy gondoljak, hogy BPP=P, és még tobben hiszik, hogy ZPP=
=P. Nem sok eldontési probléma ismert, ami ZPP-ben van, de jelenleg nem tudjuk,
hogy P-ben van-e; egy példa a kdvetkezG: a bemenet egy p prim, egy 0 <y < p és egy
1 <i<logp egész szam. Dontstiik el, hogy a legkisebb olyan pozitiv x egész szam i-edik
bitje egyes-e, melyre 22 =y (mod p), mar amennyiben ilyen létezik, ha nem létezik,
akkor utasitsunk el. L. még a problémat.

5.3.1. Feladat. Tegyiik fel, hogy eqy kisérlet p valosziniséggel sikeres. Mutassuk meg,
hogy n? kisérletet elvégezve adhatd p-re eqy D becslés, melyre annak a valdszinisége, hogy

lp—D| > /p(1—p)/n legfeljebb 1/n. (Segitség: haszndljuk a Csebisev-egyenldtlenséget.)

5.3.2. Feladat. Egy valos a mennyiséget szeretnénk kiszamitani gy, hogy rendelke-
zéstinkre dll egy randomizdlt algoritmus, mely megad egy olyan A becslést (amit egy
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valdszindségi vdltozonak tekintink), melyre annak a valdszinisége, hogy |A—al > 1 leg-
feljebb 1/20. Mutassuk meg, hogy az algoritmust t-szer meghivva kiszamithato egy B
becslés, melyre annak a valdszinisége, hogy |B —a| > 1 legfeljebb 27°.

5.3.3. Feladat. Tegyiik fel, hogy valaki ad nekiink hdrom n x n-es mdtrizot A-t, B-t és
C-t (melyekben mazximum { bites egész szamok vannak), és azt dllitja, hogy AB=C' Tul
elfoglaltak vagyunk ennek ellendrzéséhez, és ezért helyette a kovetkezdt tesszik. Vilasz-
tunk egy véletlen n hosszi x vektort, mely elemeit egyenletesen vdlasztjuk a [0,1, ..., N—
— 1] intervallumbdl, és azt ellendrizzik, hogy A(Bx) = Cx teljesiil-e. Ha igen, akkor
elfogadjuk az dllitast, kilonben elutasitjuk.

— Milyen nagy legyen N, hogy a téves elfogadds valdszinisége 0,01 ald csokkenjen ¢

— Hasonlitsuk ossze a randomizdlt algoritmusunk idébonyolultsdgdt az AB-t kiszd-
mito determinisztikuséval!

5.3.4. Feladat. [rjuk le formdlisan, hogy mit jelent az, hogy eqy randomizdlt RAM-
gép elfogad eqy nyelvet, és bizonyitsuk be, hogy ez pontosan akkor lehetséges, ha egy
randomizdlt Turing-gép elfogadja azt.

5.3.5. Feladat. Nevezziink eqy Boole-formuldt robusztusnak, ha vagy nem kielégithetd,
vagy van 2" /n? darab kielégitd értékaddsa. Adjunk polinomidlis randomizdlt algoritmust
robusztus Boole-formuldk kielégithetdségének ellendrzésére.



6. fejezet

Informaciés bonyolultsag
(a véletlen bonyolultsagelméleti
fogalma)

A valészintiségszamitas matematikai megalapozéasa Hilbert mar emlitett (1. a 22 al-
fejezetben) hires probléméai kozott szerepel. Erre az elsé fontos kisérletet von Mises
tette, aki egy 0-1 sorozat véletlen voltat akarta definialni, azzal, hogy a 0-k és 1-ek
gyakorisdga megkozelitSleg azonos, és ez minden pl. szamtani sorozat szerint valasztott
részsorozatra is igaz. Ez a megkozelités akkor nem bizonyult elég hatékonynak. Méas
irdnyban indult el Kolmogorov, aki a véletlen fogalméat mértékelméletileg alapozta meg.
Elmélete a valoszintiségszamitas szempontjabol igen sikeres volt, de voltak olyan kérdé-
sek, melyeket nem tudott megfogni. Igy példaul egyetlen 0-1 sorozat véletlen voltarol a
mértékelméletre alapozott valdszintiségszamitdsban nem beszélhetiink, csak sorozatok
egy halmazanak valoszintiségérsl, holott hétkoznapi értelemben pl. a FejFejFejFej. ..
sorozatrol elég nehezen hihetd, hogy egy véletlen pénzdobélas eredménye. Kolmogorov
és Chaitin a 60-as években felelevenitették von Mises gondolatat, bonyolultsagelmé-
leti eszkozoket hasznalva. Eredményeik érdekessége tilmutat a valdszintiségszamitas
megalapozasan ; az adattarolas alapvetd fogalmainak tisztazasahoz is hozzajarul.
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6.1. Informaciés bonyolultsag

Rogzitsiink egy Y abécét, és legyen, mint korabban, ¥q = ¥ — {x}. Kényelmes lesz
Yot a {0,1,...,m—1} halmazzal azonositani. Tekintsiink egy ¥ feletti kétszalagos
univerzalis 7' Turing-gépet. Azt mondjuk, hogy egy % feletti ¢ sz6 (program) a T'
gépen kinyomtatja az x szot, ha a T gép masodik szalagjara g¢-t irva, az els6t tliresen
hagyva, a gép véges sok lépésben megall tigy, hogy az els§ szalagjan az x szo6 all.
Mindjart jegyezziik meg, hogy minden x sz6 kinyomtathaté6 7T-n. Ugyanis van olyan
egyszalagos (eléggé trivialis) S, Turing-gép, mely iires szalaggal indulva nem csinal
mést, mint erre az x szo6t irja. Ez a Turing-gép szimulalhatdé T-n egy ¢, programmal,
mely ezek szerint z-et nyomatja Kki.

Egy x € ¥§ sz6 (T-re vonatkozo) bonyolultsdgdn a legrovidebb olyan sz6 (program)
hosszat értjik, mely T-n az x szot nyomatja ki. Az x sz6 T-re vonatkozo bonyolultsagat
K (z)-szel jeloljik.

Az z-et kinyomtatd programot ugy is tekinthetjiik, mint az x sz6 egy ,kédjat”, ahol
maga a 1" Turing-gép a dekodolast végzi. Egy ilyen programot az x sz6 Kolmogorov-
kodjanak nevezziik. Egyelére nem tesziink feltevést arra vonatkozoéan, hogy ez a deko-
dolas (vagy a kodolas, azaz a megfelel§ program megtalalasa) mennyi ideig tarthat.

Azt szeretnénk, ha ez a bonyolultsdg az = sz6 egy jellemzd tulajdonsaga lenne, és
minél kevésbé fiiggne a T géptdl. Sajnos konnyt olyan univerzalis T gépet csinalni,
ami nyilvanvaldan ,jigyetlen”. Példaul minden programnak csak minden mésodik jelét
hasznalja fel, a kozbiilsé bettikon ,atsiklik”: ekkor kétszer olyan bonyolultnak definiél
minden x sz6t, mint ha ezeket a bettiket le se kellene irni.

Megmutatjuk azonban, hogy ha bizonyos — eléggé egyszert — feltevéseket tesziink a
T gépre, akkor mar nem lesz 1ényeges, hogy melyik univerzalis Turing-gépet hasznél-
juk a bonyolultsag definialasara. Durvan szélva elég azt feltenniink, hogy minden 7-n
végrehajthato szamitas bemenetét beadhatjuk a program részeként is. Ennek pontosi-
tasaként feltessziik, hogy a & bett eleme az abécének (pl. & =m —1; itt a jelentése az
lesz, hogy innentdl az adatok kovetkeznek), melyre az all, hogy

a) minden egyszalagos S Turing-gép szimulalhato a T' gépen egy olyan programmal,
mely az & betiit nem tartalmazza, és

b) ha a T gép els6 szalagjara semmit, a méasodik szalagjara pedig egy olyan szot
frunk, mely az & bettit tartalmazza, tehat ami igy irhaté: x&y, ahol az = sz6 mar
nem tartalmazza az & betfit, akkor a gép akkor és csak akkor all meg, mint ha y-t az
els6 szalagra és x-et a masodik szalagra irva inditottuk volna el, és megallaskor az elsé
szalagon ugyanaz all.

Koénnyd latni, hogy minden univerzalis Turing-gép modosithaté ugy, hogy az a)
és b) feltevéseknek eleget tegyen. A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy univerzalis
Turing-gépiink ilyen tulajdonsagu.

6.1.1. Lemma. Létezik olyan (csak T-tdl fiiggs) cr konstans, hogy Kr(x) < |z|+cr.

Bizonyitas: T univerzilis, tehat az a (trivialis) egyszalagos Turing-gép, mely semmit
sem csinal (azonnal megall), szimulalhato rajta egy py programmal. Ekkor viszont
barmely x € ¥ szora, a po&x program az x szot fogja kinyomtatni a T gépen. Igy
cr = |po| + 1 megfelel a feltételeknek. O

Megjegyzés. Kissé vigyazni kellett, mert nem akartuk megszoritani, hogy milyen jelek
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fordulhatnak el az x szoban. Pl. a legtébb programozési nyelven a PRINT "x" utasitas
nem jo az olyan x szavak kinyomtataséara, melyek tartalmazzak az idézGjelet. Az érdekel
benniinket, hogy az x szo6t az adott abécében mennyire lehet témoren kodolni, és igy
nem engedjiik meg az abécé bovitését. A fentiekben az & betiit csak a programban
tiltottuk meg, azaz a T masodik szalagjan az & beti elsé elfordulasa hatéarolja el az
adatrészt.

Most bebizonyitunk egy alapvetd lemmat, mely azt mutatja, hogy a bonyolultsag
(a fenti feltételek mellett) nem fligg nagyon az alapul vett géptdl.

6.1.2. Tétel (Invariancia tétel). Legyen T és S az a) és b) feltételeknek eleget tevd
univerzdlis Turing-gép. Ekkor van olyan crg konstans, hogy barmely x szora |Kp(z) —
—Ks($)| S Ccrs.

Bizonyitas: Az S kétszalagos Turing-gép miikddését szimulalhatjuk egy egyszalagos
S1 Turing-géppel tgy, hogy ha S-en valamely ¢ program egy = szé6t nyomtat ki, akkor
S, szalagjara ¢-t irva, az is megall véges sok 1épésben, éspedig gy, hogy a szalagjara
x van irva. Tovabbmenve, az S; Turing-gép miikddését szimulalhatjuk 7-n egy olyan
ps, programmal, mely az & betlit nem tartalmazza.

Legyen marmost z tetsz6leges Xf-beli sz6, és legyen ¢, egy legrovidebb olyan prog-
ram, mely S-en z-et kinyomtatja. Tekintsiik 7-n a pg, &g, programot: ez nyilvan x-et
nyomatja ki, és hossza csak |q.|+ crg, ahol erg = |ps, |+ 1. Igy tehat

KT(Z') < Ks(ZE) “+crg.

Az ellenkezé iranyu egyenlGtlenség hasonloan adodik. O]

Ennek a lemménak az alapjan most mar T-t rogzitettnek tekintjiik, és a tovab-
biakban nem irjuk ki a 7" indexet. (Igaz, hogy igy K(z) csak egy additiv konstans
erejéig van meghatarozva, de ez a tovibbiakban nem lesz zavaro, allitasaink tetszdleges
lerogzitett T' univerzalis gép esetén igazak lesznek).

A kovetkezd tétel mutatja, hogy az optimélis kod algoritmikusan nem kereshetd
meg.

6.1.3. Tétel. A K(x) fiiggvény nem kiszamithato.

Bizonyitas: A bizonyitas lényege egy klasszikus logikai paradoxon, az tun. irogép-
paradoxon. Ez egyszertien igy fogalmazhato: ,legyen n a legkisebb 100-nal kevesebb
jellel nem definidlhat6 szam”. Ezzel éppen most definialtuk n-et 100-nal kevesebb jellel!

Tegyiik fel marmost, hogy K(z) kiszamithato. Legyen ¢ alkalmasan megvalasztando
természetes szam. Rendezziik 3§ elemeit névekvs sorrendbe. Jelolje x(k) a k-adik szot
e szerint a rendezés szerint, és legyen xq a legelss olyan sz6, melyre K(zg) > c. Feltéve,
hogy gépiink Pascal nyelven programozhato, tekintsiik az alabbi egyszert programot:
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var k: integer;
function x(k: integer): integer;

function Kolm(k: integer): integer;

begin
k:=0;
while Kolm(k) < c do k:=k+1;
printx(k);

end.

Ez a program nyilvin xo-t nyomatja ki. A program hosszénak a meghatarozasanal
hozza kell venni az x(k) és Kolm(k) = K(z(k)) fliggvények kiszamitésat; ez azonban
Osszesen is csak log c+konstans szamu jel. Ha c-t elég nagynak vessziik, ez a program
c-nél kevesebb jelbdl all, és xp-t nyomtatja ki, ami ellentmondas. Il

A tétel egyszerd alkalmazasaként Gj bizonyitast nyeriink a megallasi probléma el-
donthetetlenségére. Miért is nem lehet ugyanis K(z)-et a kovetkez6képpen kiszamitani?
Vegyiik sorban a szavakat, és nézziik meg, hogy 1" méasodik szalagjara ezeket irva, ugy
all-e le, hogy az els6 szalagra = van irva. Tegyiik fel, hogy van olyan program, mely
egy adott programrol eldonti, hogy azt irva a masodik szalagra, T' véges sok lépésben
megall-e. Ekkor azokat a szavakat, melyekkel T' elszall”, eleve ki tudjuk sztirni, ezekkel
nem is probalkozunk. A maradék szavak koziil a legelsének a hossza, mellyel T az x
szot kinyomtatja, lesz K(z).

Az el6z6 tétel szerint ez az ,algoritmus” nem miikddhet; csak az lehet azonban a
baja, hogy nem tudjuk kisziirni a végtelen ideig futdé programokat, vagyis a megallasi
probléma nem donthetd el.

6.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a K(x) figguényt még megkozelitéleg sem tudjuk
kiszamitani a kovetkezd értelemben : Tetszdleges f kiszdmithato fligguényre, nem létezhet
olyan algoritmus, mely minden x széhoz eqy ~y(x) természetes szdmot szdmol ki gy,
hogy minden x-re

K(z) <v(x) < f(K(z)).

6.1.2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan algoritmus, mely minden adott n
szdmhoz olyan n hosszisdgu x 0-1 sorozatot konstrudl, melyre K(x) > 2logn.

6.1.3. Feladat. Ha egy f: 3§ — Z kiszamithato figgvényre f <K, akkor f korldtos.

ABT3 tétellel és a 6.1l feladattal szembeéllithatban megmutatjuk, hogy a K(x)
bonyolultsag majdnem minden x-re igen jol megkdzelithets. Ehhez el6szor is ponto-
sitanunk kell, hogy mit értiink ,majdnem minden” z-en. Tegyiik fel, hogy a bemend
szavakat véletlenszertien kapjuk; mas szoval, minden x € 3§ szonak van egy p(z) valo-
szintisége. Errdl tehat annyit tudunk, hogy

plx) =0, > plr)=1.

€L
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Ezen feliil csak annyit kell feltenniink, hogy p(z) algoritmikusan kiszdmithato. Egy ilyen
tulajdonsagu p figgvényt kiszdmithato valdsziniségeloszldsnak neveziink. Egyszeri pél-
dat ad ilyen valészintiségeloszlasra a p(xy) = 27, ahol z; a ndvekvs rendezés szerinti
k-adik sz6; vagy a p(x) = (m+1)"1#—1,

6.1.4. Tétel. Minden kiszdmithato p wvaloszintségeloszldshoz van olyan algoritmus,
amely minden x szohoz kiszamitja az x eqy f(x) Kolmogorov-kddjdt, és erre a kddra
|f(x)| —K(z) vdrhato értéke véges.

Bizonyitas: Legyen x4, 2, . . ., a 3§-beli szavaknak az a sorbarendezése, melyre p(zq)>
> p(xg) > ..., és az azonos valoszintiségii szavak mondjuk lexikografikusan névekvd

sorrendben vannak.

6.1.5. Allitas. Az i indezhez az x; s20 algoritmikusan kiszdmithatd.

Az allitas bizonyitasa: Legyenek yq, 49, . . . a szavak lexikografikusan névekvéen ren-
dezve. Rogzitett ¢ mellett legyen k rendre ¢, i+ 1,...; adott k-hoz szamitsuk ki a

p(y1), ..., p(yx) szamokat és legyen 7 ezek koziil az i-edik legnagyobb. Nyilvan m; <
< Ti+1 S . < p(xl) TOVébbé, ha

(*)  ply)+.. +ply) > 1—m,

akkor a tovabbi szavak kozott m,-nal nagyobb valoszintiségi mar nem lehet, igy m =
=p(z;) és z; az els6 olyan y; sz6 (1 < j <k), melyre p(y;) = 7.

Igy sorra véve a k =i, i+1,... értékeket, megallhatunk, ha (x) teljesiil. Mivel
() bal oldala 1-hez tart, a jobb oldal pedig monoton nemnévekvs, ez elgbb-utobb
bekovetkezik. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Visszatérve a tétel bizonyitédsara, az allitdsban szerepld algoritmus programja az
i szammal egyiitt az x; sz6 egy f(z;) Kolmogorov-kodjat szolgaltatja. Megmutatjuk,
hogy ez a kod kielégiti a tétel kvetelményeit.

Nyilvan |f(x)| > K(x). Tovabba |f(z)| — K(z) varhato értéke

Zp xz |f Ly |_ Zp xz ’f ]—logm )+

+ Zp(ﬂfi)(logm i—K(z)).

Itt | f(x;)| =log,, i+c a konstrukcio miatt (c konstans), és K(x;) <|f(x;)|, hiszen f(x;)
egy specialis Kolmogorov-kod, tehat a varhato érték nem negativ. Tekintsiik a fenti
Osszeg els6 tagjat:

Zp ‘TZ ’f i ’_logm Zp xz c==¢C.

A maésodik tagban az 6sszeget noveljiik, ha a K(z;) szamokat névekvs sorrendbe rendez-
ziik 4t (mivel a p(z;) egyiitthatok csokkennek). Legyen z; a szavak egy ilyen rendezése,

tehat ahol K(z1)<K(2)<.... Ekkor a megnévelt masodik tag: > p(z;)(log,, i—K(z)).
i=1

Azon x szavak szama, melyekre K(z) = k, legfeljebb mF. Tehat azon z szavak szdma,
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melyekre K(x) <k, legfeljebb 1+m+m?+...+mF <m* 1. De ez pont azt jelenti, hogy
i <mXGEIT azaz K(z) > log,, i— 1.

Zp(xz‘)ﬂf(l’iﬂ —K(z;)) <c+ Y pxi)(log,, i—K(z)) <c+ Y pla) =c+1.0

=1 =1
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6.2. Onkorlatozo informaciés bonyolultsag

A Kolmogorov-kod, ha szigortan vessziik, kihasznal a ¥ abécén kiviil is egy jelet: a
programszalag olvasasakor a program végét arrol ismeri fel, hogy a ,,*” jelet olvassa.
Moédosithatjuk a fogalmat gy, hogy ez ne legyen lehetséges: a programot olvaso fejnek
nem szabad tulszaladnia a programon.

Egy olyan szot, melyet a kétszalagos univerzalis T" Turing-gépilink programszalag-
jara frva, a fej soha nem is probal a programon kiviili mez&t olvasni, onkorldtozonak
neveziink. A legrévidebb z-et kinyomtato énkorlatozé program hosszat Hyp(x)-szel je-
16ljiik. Ezt a modositott informacids bonyolultsédgfogalmat LEVIN és CHAITIN vezették
be. Kénnyt belatni, hogy az Invariancia-tétel most is érvényes, és ezért ismét elég az
index nélkiili H(z) jelolést hasznalni. A K és H fliggvények nem térnek el nagyon,
ahogy azt a kovetkezd lemma mutatja. Emlékezziink réa, hogy m = 3.

6.2.1. Lemma. K(z) <H(z) <K(z)+2log,, K(z)+O(1).

Bizonyitas: Az els6 egyenlétlenség trivialis. A masodik bizonyitasahoz tekintsiink egy
p programot, mely x-et kétszalagos univerzalis 7' Turing-gépiinkén kinyomtatja. Legyen
n=|p|, és legyen az n szam m alapu szamrendszerbeli alakja u; . . . uy, valamint legyen
u=u10us0 . ..ur011. Ekkor az up szoéban az u prefix egyértelmten rekonstrualhato, és
ebbdl a sz6 hossza megallapithato anélkiil, hogy tilszaladnank a végén. Nem nehéz ezek
alapjan egy T univerzalis Turing-gépet konstrualni, mely ,lefejti” ebbdl a programbol
u-t, és utdna a masodik feje mindig a p programon beliil tartozkodik. O

6.2.1. Feladat. Konstrudljuk meg a T gépbdl a T' gépet.

Az eddigiek alapjan ugy tiinhet, hogy a H fiiggvény a Kolmogorov-bonyolultsag egy
apro6 technikai valtozata. A kdvetkez6 lemma egy lényeges kiilonbséget mutat kozottiik.

6.2.2. Lemma. a) > m ¥® = 400,

b) S mHE < 1.

Bizonyitas: Az a) allitas al6. 1.1l lemmabol azonnal kévetkezik. A b) éllitas bizonyitésa
végett tekintsiik minden x szonak egy optimélis f(x) kodjat. Az onkorlatozas miatt
ezek egyike sem lehet egy méasiknak kezd@szelete (prefixe); igy b) azonnal adodik a
kovetkezs egyszert, de fontos informacioelméleti lemméabol:

6.2.3. Lemma. Legyen LCY§ olyan nyelv, melynek egyik szava sem prefive a mdsiknak,
és legyen ismét m = |So|. Ekkor > m~W < 1.
yeL

Bizonyitas: Vilasszunk a Y, abécébdl véletlenszertien, fiiggetleniil és egyenletes el-
oszlas szerint aq,ao, ... bettket; alljunk meg, ha a kapott sz6 L-ben van. Annak a
valoszintisége, hogy egy y € L sz6t kapunk, éppen m ™! (hiszen y kezdészeletén nem
allunk meg a feltevés szerint). Mivel ezek egymast kizaré események, a lemma allitésa
kovetkezik. O]

AB2T és6.22 lemmak néhany kévetkezményét fogalmazzak meg az alabbi fel-
adatok:
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6.2.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy al6. 2.1l lemma aldbbi élesitése mdr nem igaz:
H(z) <K(z)+log,,K(z)+O(1).

6.2.3. Feladat. A H(x) figgvény nem kiszamithato.
A kovetkez§ tétel azt mutatja, hogy a H(x) fliggvény jol kozelithetd.

6.2.4. Tétel (Levin kodolasi tétele). Legyen p egy kiszamithatd valdsziniségeloszlds
Y§-on. Ekkor minden x szora H(x) < —log,, p(z) +O(1).

Bizonyitas: Nevezziik m-adikusan raciondlisnak azokat a racionalis szamokat, melyek
felirhatok tgy, hogy nevezgjiik m-nek hatvanya. A [0,1) intervallum m-adikusan racio-
nalis szamai m alapu szamrendszerben 0, ay . .. a; alakban irhatok, ahol 0 <a; <m—1.

Osszuk fel a [0,1) intervallumot balrdl zart, jobbrol nyilt, rendre p(z1), p(z2),. ..
hosszusagu J(x1), J(x2),. .. intervallumokra (ahol z1, xs, ... a X§ névekvd rendezése).
Minden olyan z € 3§ szohoz, melyre p(z) > 0, lesz olyan 0, a; ... a, m-adikusan raci-
onalis szam, melyre 0,a; ...a, € J(x) és 0,a; ... (axp+1) € J(x). Egy legrévidebb ilyen
tulajdonsagi ay ... ax sorozatot nevezziink az x sz6 Shannon—Fano-kodjanak.

Azt allitjuk, hogy minden z sz6 a Shannon—Fano-ko6djabol konnyen kiszéamithato.
Valoban, adott aq,...,a, sorozathoz i = 0,1,2,... értékekre rendre megnézziik, hogy
0,a1...a; és 0,a; ... (a;+1) ugyanabba a J(z) intervallumba esnek-e; ha igen, kinyom-
tatjuk z-et és megéallunk. Vegyiik észre, hogy ez a program onkorlatoz6: nem kell tud-
nunk elére, hogy milyen hosszii a kod, és ha ay .. . a egy x sz6 Shannon—Fano-kodja, ak-
kor soha nem fogunk az a; . . . aj, sorozat végén til olvasni. Igy tehat H(z) nem nagyobb,
mint a fenti algoritmus (konstans hosszusagu) programjanak és az x Shannon—Fano-
kodjanak egyiittes hossza; errdl konnyd latni, hogy legfeljebb —log,, p(x)+O(1). O

E tételbsl kovetkezik, hogy H(z) és —log,,p(x) eltérésének varhato értéke korlatos
(v6. aBIA tétellel).

6.2.5. Kovetkezmény. A[0.2.]] tétel feltételeivel

Zp x)+log,, p(x)| = O(1).

Bizonyitas: Jelolje |z| a z-t, ha z pozitiv, és 0-t kiilonben; valamint |z|_ a (—2)-t,
ha z negativ, és 0-t kiilonben.

> plo)|Hl(a) +log, (o) -

—Zp z)+log,, p( !++Zp ) +log,, p(z)| .

Itt az els6 Osszeg a[6.2.4l tétel szerint becsiilhets:
Zp z)+log,, p(z)|+ < > p(x)0(1) = O(1).
A masodik Osszeget igy becsiiljiik:

1
H(z)+log,, p(x)|- < m B@-loenp@) — ___y~H)
[H(z) ()] o)
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és igy al6.2.2l lemma szerint

> p(@)|H(z) +log,, p(x)|- <y m ™M <1, O
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6.3. A véletlen sorozat fogalma

Ebben a fejezetben feltessziik, hogy 3¢ = {0,1}, vagyis 0-1 sorozatok bonyolultsagéaval
foglalkozunk.

Durvén szolva, akkor akarunk egy sorozatot véletlennek tekinteni, ha nincs benne
szabalyossag. Itt a szabalyossagot azzal fogjuk meg, hogy az a sorozat gazdasagosabb
kodolasara adna lehetGséget, tehat a sorozat bonyolultsaga kicsi volna.

Neézziik el6szor, hogy mekkora az ,atlagos” 0-1 sorozat bonyolultsiga.

6.3.1. Lemma. Azon n hosszisdigi x 0-1 sorozatok szama, melyekre K(z) < n—k,
kisebb, mant 27 k+1,

Bizonyitas: A legfeljebb n —k hossziisagi kodok szama, legfeljebb 1+2+4. .. +2" % <
< 2n=k+l oy csak 2"k +1nél kevesebb sorozatnak lehet csak ilyen kodja. O

6.3.2. Kovetkezmény. Az n hosszisdgu 0-1 sorozatok 99%-dnak a bonyolultsdiga na-
gyobb, mint n —8. Ha véletlenszeriden vdlasztunk eqy n hosszisdgi x 0-1 sorozatot,
akkor 1— 27190 yalgsziniséggel |K(x) —n| < 100.

ABT3 tétel szerint algoritmikusan lehetetlen megtalélni a legjobb kodot. Vannak
azonban olyan, konnyen felismerhets tulajdonsagok, melyek egy szérol azt mutatjak,
hogy az a hosszanal hatékonyabban kodolhato. Egy ilyen tulajdonsédgot mutat a kévet-
kez6 lemma.

6.3.3. Lemma. Ha egy n hosszusdgu x 0-1 sorozatban az 1-esek szama k, akkor
K(z) <log (Z) +logn+log k+ O(loglogn).

Legyen k =pn (0<p<1), akkor ez igy becsiilhetd:
K(z) < (—plogp—(1—p)log(1—p))n+O(logn).
Speciélisan, ha k > (1/2+¢)n vagy k < (1/2—¢e)n, akkor
K(z) < en+0O(logn),

ahol ¢ = —(1/2+¢)-log(1/24¢)—(1/2—¢)-log(1/2—¢) csak e-tol fiiggd 1-nél kisebb
pozitiv konstans.

Bizonyitas: z-et megadhatjuk gy, mint ,lexikografikusan a t-edik olyan n hossztsa-
gt 0-1 sorozat, mely pontosan k£ db 1-est tartalmaz”. Mivel a k db 1-est tartalmazo,
n hosszisdgi 0-1 sorozatok szama (Z), a t, n és k szamok leirasdhoz csak log (’,;‘) +
+log n+log k bit kell, de a harom szédmot szét kell tudni valasztani, ehhez kell tovabbi
4loglogn+0O(1) bit (a kodolasi triikk kitalalasat az olvasora bizzuk, 1. szintén a [6.4.2]
feladatot). A megfelel§ sorozatot kivalaszté programhoz pedig tovabbi konstans szamu
bit elég.
A binomialis egytitthato becslése a valoszintiségszamitasbol ismert modon torténik. [
Legyen x végtelen 0-1 sorozat, és jelolje x,, az els6 n eleme &altal alkotott kezdd-
szeletét. Az x sorozatot informatikusan véletlennek nevezzik, ha K(z,)/n — 1 ha
n — 00. Megmutathato, hogy minden informatikusan véletlen sorozat kielégiti a nagy
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szamok torvényeit, a kiilonboz6 statisztikai teszteket stb. Itt most csak a legegyszertibb
ilyen eredményt tekintjiik. Jelolje a,, az xz, sorozatban az 1-esek szamét, ekkor az el6z6
lemmabol rogton adodik a kovetkezd tétel:

6.3.4. Tétel. Ha = informatikusan véletlen, akkor a,/n — 1/2 (n — 00).

Kérdés, hogy a ,véletlen” sorozat definiciéja nem tul szigort-e, van-e egyaltalan
informatikusan véletlen sorozat. Megmutatjuk, hogy nem csak hogy van, de majdnem
minden sorozat ilyen. Pontosabban a kovetkezd igaz:

6.3.5. Tétel. Legyenek a végtelen x 0-1 sorozat elemei egymdstdl figgetleniil 1/2 va-
loszintiséggel 0-k vagy 1-ek. Ekkor az x sz0 1 valdsziniiséggel informatikusan véletlen.

Bizonyitas: Jelolje A,, azt az eseményt, hogy K(z,) < n—2logn. A lemma
szerint Pr(A,) < 2'7218" =2/n? és igy a > - Pr(A,) 6sszeg konvergens. De ekkor a
Borel-Cantelli-lemma szerint 1 valoszintiséggel csak véges sok A, esemény kovetkezik
be. Tehat annak a valészintisége 1, hogy van olyan ng természetes szam, hogy minden
n > ng-ra K(x,) >n—2logn. Minden ilyen esetben K(x,)/n — 1. O

Megjegyzés. Ha az x sorozat elemeit egy algoritmus generalja, akkor x,-et megad-
hatjuk ennek a programjaval (ami konstans hossztisagi) és az n szammal (amihez logn
bit kell). Ilyen sorozatra tehat K(x,) igen lassan (logaritmikusan) nd, tehat x nem
informatikusan véletlen.
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6.4. Kolmogorov-bonyolultsag, entropia és kodolas

Legyen p=(p1, . . ., Pm) €gy valdsziniségeloszlds, vagyis olyan nemnegativ vektor, melyre
Zi p; = 1. Ennek az entropidja a

m

H(p)=>_ —pilogp;

=1

mennyiség (ha p; = 0, akkor a p;logp; tagot is O-nak tekintjik). Vegyiik észre, hogy
ebben az Gsszegben minden tag nemnegativ, igy H(p) > 0; egyenldség akkor és csak
akkor all, ha valamelyik p; értéke 1, a tobbi pedig 0. Konnyd belatni, hogy rogzitett
entropidja logm.

Az entropia az informacioelmélet alapfogalma, és ebben a jegyzetben nem foglalko-
zunk vele részletesen, csak a Kolmogorov-bonyolultsaggal vald kapcsolatat targyaljuk.
Legyen ismét m=|%,|. Mar talalkoztunk az entropiaval 0-1 sorozatokra a[6.3.3l lemma-
ban, de ott nem nevesitettiik. Ez a lemma konnyen altalanosithato tetszéleges dbécére:

6.4.1. Lemma. Legyen x € 3§ és |x| =n, jelolje pn, a h € ¥ betd relativ gyakorisdgdt
az x széban. Legyen p= (py : h € Xy). Ekkor
H{(p)

< — .
K(z) < 1Ogmn—l—O(mlogn/ logm)

O

Legyen LCX* eldonthets nyelv, és tegyiik fel, hogy csak az L-beli szavakhoz akarunk
6ket kinyomtato rovid programot, ,kodot” talalni. Keresiink tehat minden x € £ sz6hoz
olyan f(z) € {0,1}* programot, mely 6t kinyomtatja. Az f: £ — X* figgvényt kédnak
nevezziik. A kod tomdirsége az n(n) =max{|f(z)|:x € L, |z| <n} figgvény. Nyilvanvalo,
hogy n(n) > max{K(z):x € L, |z| <n}.

Koénnyen nyerhetiink also korlatot barmely kod tomorségére. Jelolje £, az L nyelv
legfeljebb n hosszusagi szavainak halmazat. Ekkor nyilvanvalo, hogy

n(n) = log |Lnl.

Ezt a becslést informdcioelméleti korlatnak nevezziik.

Ez az also becslés (additiv allandotol eltekintve) éles. Egyszertien kodolhatunk min-
den x € L sz6t azzal, hogy az L nyelv hanyadik eleme a névekvs rendezésben. Ha az n
hossziisagu z sz6 a t-edik elem, akkor ehhez logt <log|L,| bit kell, meg még konstans
szamu bit (annak a programnak a leirasa, mely 3* elemeit lexikografikusan sorba veszi,
megnézi, hogy melyik tartozik L-be, és ezek koziil a t-ediket kinyomtatja).

Erdekesebb kérdésekhez jutunk, ha kikotjiik, hogy a szobol a kod, és megforditva,
a kodbol a kodolt sz6 polinomialisan kiszamithato legyen. Mas szoval: keresiink olyan
L' nyelvet, és két polinomidlisan kiszamithaté fiiggvényt:

f;£—>£/, gI,C,—MC,

hogy fog=1id, és melyre minden x € L-re |f(x)| az |x|-hez képest ,rovid”. Egy ilyen
fliggvény-part polinomidlis ideji kédnak neveziink. (Természetesen tekinthetnénk a po-
linomialis id6korlat helyett més bonyolultsagi megszoritast is.)
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Bemutatunk néhany példat arra, amikor polinomialis ideji kod is kozel tud keriilni
a informacidelméleti korlathoz.

6.4.1. Példa. Korabban a[6.3.3l lemma bizonyitasdban hasznaltuk azon n hosszusagu
0-1 sorozatoknak, melyekben pontosan m darab 1-es van, azt az egyszert kodolasat,
melynél egy sorozat kédja az, hogy lexikografikusan hanyadik. Belatjuk, hogy ez a
koédolas polinomidlis.

A 0-1 sorozatok helyett egy n elemti halmaz részhalmazait tekintjiik. Legyen a; >
>ag>...>a, a{0,...,n—1} halmaz lexikografikusan t-edik m elemt részhalmaza,
ahol minden részhalmazt csdkkenden rendeziink a lexikografikus rendezéshez. Ekkor

tz”(ii)*(ma:)*“*(a{n) (%)

Valoban, ha {b1,...,b,} az {a1, ..., a,} halmazt lexikografikusan megel6zi, akkor va-
lamely i-re b; < a; de minden j < i esetén b; = a;. Az ilyen tulajdonsaga {b1,...,b,}
halmazok széma éppen (m_“Z +1). Ha ezt minden i-re Osszegezziik, megkapjuk a (x) for-
muléat.

A (%) formula n-ben polinomialis id6ben konnyen kiszamithato. Megforditva, ha
t< (:1) adott, akkor ¢ konnyen felirhatod (x) alakban: binaris kereséssel megkeressiik a
legnagyobb a; természetes szamot, melyre (fé) <t—1, majd a legnagyobb as-t, melyre
(Tr‘ffl) <t—1-— (2) stb. Ezt csinaljuk m lépésig. Az igy kapott szamokra fennéll, hogy
ay > ay...; valoban, példaul a; definicidja szerint (“17:1) = (") + (") >t—1, igy
(W‘L’il) >t—1— (‘;rll), ahonnan a; > ay. Hasonléan adodik, hogy a,, > 0 és hogy m
1épés utan nincs ,maradék”, vagyis () fennall. Igy tehat adott t-re polinomialis id6ben

kiszamithato, hogy melyik a lexikografikusan t-edik m elemii részhalmaz.

6.4.2. Példa. Tekintsiik a fakat, pl. adjacencia-matrixukkal megadva (de lehetne més
ertelmes” lefras is). Igy a fa pontjainak adott sorrendje van, amit gy is fogalmazha-
tunk, hogy a fa pontjai 0-t6l (n—1)-ig meg vannak szdmozva. Két fat akkor tekintiink
azonosnak, ha valahadnyszor az i-edik és j-edik pontok Ossze vannak kotve az elsében,
akkor Ossze vannak kétve a méasodikban is és viszont (igy ha egy fa pontjait atszamoz-
zuk, esetleg kiilonboz6 fahoz jutunk). Az ilyen fakat szamozott faknak nevezziik.

Nézziik meg el6szor, mit mond az informaciéelméleti alsd becslés, vagyis hany fa
van. Erre vonatkozik a kovetkezs klasszikus eredmény :

6.4.2. Tétel (Cayley tétele). Az n ponti szdmozott fik szima n™2.

Igy az informacioelméleti becslés szerint barmilyen kodolasnél legalabb egy n ponti
fanak legalabb [log(n"~2)] = [(n—2)logn| hosszi kodja kell, hogy legyen. Vizsgaljuk
meg, hogy ez az also korlat elérheté-e polinomialis ideji koddal.

a) Ha a fakat adjacencia-matrixukkal kodoljuk, az n? bit.

b) Jobban jarunk, ha minden fat az éleinek a felsorolasaval adunk meg. Ekkor min-
den csticsnak egy ,nevet” kell adni; mivel n cstucs van, adhatunk minden csticsnak
egy-egy [logn] hosszusagu 0-1 sorozatot név gyanant. Minden élt két végpontja-
val adunk meg. Igy az élek felsorolasdhoz kb. 2(n—1)logn bit kell.
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¢ ) Megtakarithatunk egy 2-es faktort b)-ben, ha a faban kitiintetiink egy gyokeret,
mondjuk a 0 pontot, és a fat azzal az (a(1),...,a(n—1)) sorozattal adjuk meg,
melyben «(i) az i pontbol a gyokérhez vezets ut els6 belsé pontja (az i apja’).
Ez (n—1)[logn] bit, ami mar majdnem optimaélis.

d) Ismeretes azonban olyan eljaras is, az an. Priifer-kod, mely bijekciot létesit az n
pontu szamozott fak és a 0,...,n—1 szdmok n — 2 hosszisagu sorozatai kdzott.
(Ezzel Cayley tételét is bizonyitja.) Minden ilyen sorozatot tekinthetiink egy ter-
mészetes szam n alapi szamrendszerbeli alakjanak; igy az n pontu szdmozott
fakhoz egy-egy 0 és n"~2 kozotti ,sorszamot” rendeliink. Ezeket a ,sorszamokat
kettes szamrendszerben kifejezve olyan kodolast kapunk, mely minden fa kodja
legfeljebb [(n—2)logn| hosszusagu.

A Priifer-kod a c) eljaréas finomitasének tekinthets. Az otlet az, hogy az [i, a(i)]
éleket nem 7 nagysaga szerint rendezziik, hanem kicsit masként. Definialjuk az

(11,...,1,) permutaciot a kovetkezéképpen: legyen i a fa legkisebb végpontja; ha
i1, - ..,1x mar definidlva vannak, akkor legyen 7,1 az i1, ..., 7, pontok elhagyasa

utan visszamarado graf legkisebb végpontja. (A 0-t nem tekintjiik végpontnak.)
Legyen i, = 0. Az igy definialt i;-kal tekintstk az (a(i1),...,a(i,—1)) sorozatot.
Ennek az utolsé eleme 0 (ugyanis az i, pont ,apja” csak az i, lehet), igy ez nem
érdekes. A maradék (a(iq),. .., a(i,_2)) sorozatot nevezzik a fa Prifer kodjinak.

6.4.3. Allitas. A fa Priifer-kédja meghatdrozza o fdt.

Ehhez elegendd belatni, hogy a Priifer-kéd az iy, ...,4, sorozatot meghatéirozza;
tudniillik akkor mar ismerjiik a fa éleit (az [, a(iy)] parokat). Az iy a fa legkisebb
végpontja, igy meghatirozasihoz elegendd azt megmutatni, hogy a Priifer-kodrol le-
olvashatd, hogy melyek a végpontok. De ez nyilvanval6: pontosan azok a pontok
végpontok, melyek nem ,apjai” mas pontnak, tehat melyek nem fordulnak el§ az
a(ir), ..., a(in_s),0 szamok kozott. Igy tehat i, egyértelmiien meg van hatarozva.

Feltéve, hogy 1, ..., 1x_1-r6l mar tudjuk, hogy a Priifer-kdd egyértelmiien meghata-
rozza Gket, az el6z6 meggondolashoz hasonléan adodik, hogy iy a legkisebb olyan szdm,
mely nem fordul eld sem az iy, ..., i1, sem az a(iy),...,a(iy) szdmok kézitt. Igy iy,
is egyértelmtien meg van hatarozva.

6.4.4. Allitas. Minden (by, ..., b,_s) sorozat (1<b;<n) elddll mint egy fa Priifer-kédja.

Az el6z6 bizonyitas otletét felhasznalva, legyen b, =0, és definidljuk az iy, ..., 4,
permutaciot azzal a rekurzidval, hogy legyen 7, a legkisebb olyan szam, mely sem az
i1y 0g—1, Sem a by, . .., b, szamok kozott nem fordul el (1<k<n-—1), i, pedig legyen
0. Kossuk 0ssze ix-t by- Val minden 1 <k <n—1-re, és legyen ~y(ix) = by. Igy egy n—1
éli G grafot kapunk az 1,...,n pontokon. Ez a graf dsszefiiggs, mert minden i-re (1)
késébb van az iy, . .., i, sorozatban, mint ¢, és ezért az (i,7v(i),y(y(7)),...) sorozat egy
olyan 1t, mely i-t a 0 ponttal koti ossze. De ekkor G n—1 éld Gsszefiiggs graf, tehét
fa. Az, hogy G Priifer-kddja éppen az adott (by,...,b, o) sorozat, a konstrukciobol
nyilvanvalo.

6.4.3. Példa. Tekintsiik most a szamozatlan fakat. Ezeket tgy definialhatjuk, mint
szamozott fak ekvivalencia-osztélyait, ahol két szamozott fat ekvivalensnek tekintiink,
ha izomorfak, vagyis alkalmas atszamozassal ugyanaz a szamozott fa valik beldliik.



6. FEJEZET: INFORMACIOS BONYOLULTSAG 117

Feltessziik, hogy egy-egy ilyen ekvivalencia-osztalyt egy elemével, vagyis egy szamozott
faval adunk meg (hogy konkrétan melyikkel, az most nem lényeges). Mivel minden
szamozatlan fa legfeljebb n! féleképpen szamozhato (szamozéasai nem biztos, hogy mind
kiilonboz6k, mint szamozott fak!), ezért a szdmozatlan fak szama legalabb n"~2/n!, ami
elég nagy n-ekre nagyobb, mint 272, Igy az informécidelméleti also korlat legalabb n—
—2. (Polya Gyorgy egy nehéz eredménye szerint az n pontu fak szama aszimptotikusan
c1cn®/? ahol ¢; és ¢, bonyolultan definidlhaté konstansok.)

Masrészt a kdvetkezd kodolasi eljarast alkalmazhatjuk. Legyen adott egy n ponti F
fa. Jarjuk be F-et a ,hosszaban keresés” szabalya szerint: Legyen xq a 0 szamu pont, és
definialjuk az x1, xo, ... pontokat a kévetkezSképpen: Ha van x;-nek olyan szomszédja,
mely még nem szerepel a sorozatban (i > 0), akkor legyen z;,; ezek koziil a legkisebb
szami. Ha nincs, és z; # xg, akkor legyen w;,1 az x;-b6l xo-ban vezets tton az x;
szomszédja. Végiil ha z; = z( és minden szomszédja szerepelt mar a sorozatban, akkor
megallunk.

Konnyt belatni, hogy az igy definialt sorozatra az [z;, z;41] parok k6zott a fa minden
éle szerepel, méghozzad mindkét iranyban pontosan egyszer. Ebbd&l kovetkezik, hogy
a sorozat hossza pontosan 2n — 1. Legyen marmost ¢; = 1, ha x;,; messzebb van a
gyokértsl, mint x;, és ¢; = 0 egyébként. Konnyd meggondolni, hogy az cpeq ... c9,_3
sorozat egyértelmiien meghatarozza a fat; a sorozaton végighaladva, lépésrél 1épésre
megrajzolhatjuk a grafot, és megkonstrualhatjuk az z; ... x; sorozatot. Az (i+ 1)-edik
lépésben, ha g; =1, akkor egy 1j pontot vesziink fel (ez lesz x;11), és Osszekotjik z;-vel;
ha ¢; =0, akkor x; 1 legyen az x;-nek az xq ,felé¢” es§ szomszédja.

Megjegyzések. 1. Ennél a kodolasnél egy fadhoz rendelt kod fiigeg a fa szamozéasatol,
de nem hatéarozza azt meg egyértelmien (csak a szamozatlan fat hatarozza meg).

2. A kodolas nem bijektiv: nem minden 0-1 sorozat lesz egy szamozatlan fa kodja.
Eszrevehetjiik, hogy

a) minden kodban ugyanannyi 1-es van, mint 0, tovabbéa
b) minden kéd minden kezddszeletében legalabb annyi 1-es van, mint 0-as.

(az 1-esek és 0-k szamanak kiilonbsége az els6 i szam kozott az x; pontnak a 0-t6l vald
tavolsagat adja meg). Konnyt belatni, hogy megforditva, minden a)-b) tulajdonsagu
0-1 sorozathoz talalhato olyan szamozott fa, melynek ez a koédja. Nem biztos azonban,
hogy ez a fa, mint szdmozatlan fa, éppen ezzel a szamozéassal van adva. Ezért a kod
még az a)-b) tulajdonsagu szavakat sem hasznalja mind fel (attol fiiggGen, hogy az
egyes szamozatlan fakat mely szamozéasukkal adtuk meg).

3. Az a)-b) tulajdonségu 2n—2 hosszusagu 0-1 sorozatok szama ismert kombinatorikai
tétel szerint %(2::12). Megfogalmazhatunk olyan fa-fogalmat, melynek éppen az a)-b)
tulajdonsagu sorozatok felelnek meg: ezek a gyokeres sikfdk, melyek keresztez6dés nél-
kiil vannak lerajzolva a sikban tgy, hogy egy specialis csticsuk — a gyokeriik — a lap bal
szélén van. Ez a lerajzolas minden cstcs fiai (a gyokértsl tavolabb levs szomszédjai)
kozott egy rendezést ad meg ,feliilrél lefelé”; a lerajzolast ezekkel a rendezésekkel jel-
lemezziik. A fent leirt kodolas gyokeres sikfakban is elvégezhets és bijekciot hoz létre

koztiik és az a)-b) tulajdonsagu sorozatok kozott.
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6.4.1. Feladat. ) Legyen x egy olyan 0—1 sorozat, mely nem tartalmaz 3 eqgymdst
kovetd 0-t. Bizonyitsuk be, hogy K(x) < 0,99|z|+O(1).

b) Taldljuk meg a lehetd legjobb konstanst a 0,99 helyére. (Segitség: meg kell mutat-
nunk, hogy hdny ilyen sorozat van. Jelolje A(n), illetve B(n) a 0-ra, illetve 1-re
v€g26dd n-hosszi ilyen sorozatok szdmdat. Milyen kapcsolat fedezhetd fel az A(n)
és a B(n) sorozatok kozott?)

c) Adjunk polinom ideji tomoritési/kicsomagoldsi eljardst, mely minden ilyen soro-
zat hosszdt legaldbb 1%-kal csokkenti.
6.4.2. Feladat. a) Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges két x,y € ¥*g szdra

K(zy) <2K(z)+K(y)+c
teljesiil, ahol ¢ az informdcios bonyolultsig definiciojaban szerepld univerzdlis
Turing-géptdl fiigg.
b) Mutassuk meg, hogy az erdsebb és sokkal természetesebbnek tind

K(ry) <K(z) +K(y) +c

egyenldtlenség hamis.

6.4.3. Feladat. Tegyiik fel, hogy a K(x) definicidjaiban haszndlt univerzdlis Turing-gép
két betis dabécén irt programokat haszndl, és s betis dabécén ad kimenetet.

a) Bizonyitsuk be, hogy K(x) < |z|log s+ O(1)

b) Bizonyitsuk be, hogy rdaddsul vannak olyan f és g polinom ideji figgvények,
melyek eqy n hosszi x szt egy nlog s+ O(1) hossziba visznek és vissza, tovibbd

g9(f(z)) = .

6.4.4. Feladat. a) Adjunk felsd korldtot egy n viltozés Boole-fiigguények Kolmogorov-
bonyolultsagdra!

b) Adjunk alsé korldtot a legbonyolultabb Boole-fiigguény Kolmogorov-bonyolultsagdra!

c) A fenti két eredmény segitségével talaljunk egy olyan L(n) szdmot, melyre léte-
zik olyan n vdltozos Boole-fiigguény, hogy eqy azt kiszdmito Boole-hdlozat mérete
legalabb L(n)

6.4.5. Feladat. Nevezziink egy x végtelen 0—1 sorozatot (informatikusan) erdsen vé-
letlennek, ha n—H(z,) felilrél korldtos. Bizonyitsuk be, hogy minden informatikusan
erdsen véletlen sorozat egyben gyengén véletlen is.

6.4.6. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy majdnem minden 0 —1 sorozat erdsen véletlen.



7. fejezet

Pszeudovéletlen szamok

Mint lathattuk, szdmos fontos algoritmus hasznal véletlen szamokat (vagy ezzel ekvi-
valensen fiiggetlen véletlen biteket). De vajon hogyan tehetiink szert ilyen bitekre?

Egyik lehetséges forras a szamitogépen kiviil van. Valodi véletlenszam-sorozatokat
kaphatunk példaul a radioaktiv bomlasbol. Am a legtébb esetben ez nem jol hasznal-
hato, mert nincs olyan gyors fizikai eszkoziink ami a szamitogépek sebességével general
az érmefeldobasnak megfelel§ véletlen biteket.

Igy kénytelenck vagyunk szamitogéppel elallitani a véletlen biteket. Viszont a vé-
letlen informéacioelméleti fogalmabol kovetkezik, hogy egy hosszi sorozat, melyet egy
rovid program general, sosem lehet valodi véletlen sorozat. Ezért kénytelenek vagyunk
olyan algoritmusokat hasznalni melyek ha nem is igazi véletlen, de véletlenszert soroza-
tokat allitanak el§ (ezeket nevezziik pszeudovéletlenszam-generatoroknak). Ugyanakkor
Neumann (az els§ matematikusok egyike aki ezek hasznélatat javasolta) megjegyezte,
hogy barki aki hasznalja ezen véletlennek kinéz6 sorozatokat, sziikségszertden ,bint”
kovet el. Ebben a fejezetben megértjiik, hogy miként védhetjiik ki ennek a stilyosabb
kovetkezményeit.

A gyakorlati célokon kiviil mas okok miatt is vizsgaljak a pszeudovéletlenszam-
generatorokat. Gyakran meg akarunk ismételni valamilyen szamitast. Ennek kiilonb6z6
okai lehetnek, egyikiik a hibak ellenérzése. Ebben az esetben, ha a véletlen szdmaink
forrasa valodi véletlen volt, akkor egyetlen lehetGségiink hogy tdjra ugyanazt a szé-
mitast elvégezhessiik, hogy eltaroljuk ezeket. Ez viszont esetleg sok tarhelyet igényel.
Pszeudovéletlen szamok esetén nem ez az eset, hiszen elég a ,magot” eltarolnunk, ami
sokkal kisebb helyen elfér. Egy masik sokkal fontosabb indok, hogy bizonyos alkalma-
zasoknél csak annyit akarunk elérni, hogy a sorozat egy olyan valaki szdmara ,latsszon
véletlennek”, aki nem tudja hogyan generdltuk. Ezen alkalmazasok 6sszességét hivjuk
kriptografianak, melyet egy késébbi fejezetben targyalunk.

A pszeudo-véletlen bitgenerdtorok azon az elven miikodnek, hogy egy ,magnak” ne-
vezett rovid sorozatbol csinalnak egy hosszabb pszeudo-véletlen sorozatot. Megkovetel-
jiik, hogy polinom idében miikédjon az algoritmus, és az eredményiil kapott sorozatnak
,véletlenszertiinek” kell lennie. Az els6 feltétel miatt a Kolmogorov-bonyolultsag szoba
sem johet, tehat teljesen 14j definiciot kell adni a véletlenszertiségre. A fejezet egyik 6
mondanival6ja az, hogy ez pontosan definidlhat6é. Durvan fogalmazva, nem szabad 1é-
teznie olyan polinom idejd algoritmusnak, amely megkiilonboztetné egy valodi véletlen
sorozattol. Egy masik tulajdonsag, melyet gyakran konnyebb ellenérizni, hogy ne tudja
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egy algoritmus se megjosolni egyik bitjét sem az el6zGek ismeretében. Be fogjuk latni,
hogy ez a két feltétel ekvivalens.

Miként készithetlink pszeudovéletlenszam-generatort? Toébb kiilonb6z6 ad hoc al-
goritmusrol (pl. hogy egy adott egyenlet megoldasanak kettes szamrendszerbeli alak-
jaban vessziik a biteket) kideriilt, hogy az altaluk generalt sorozatok nem teljesitik az
elvart feltételeinket. Egy altaldnos modszer, mely ilyen sorozatokat ad, az egyirdnyi
fiigguényeken alapul. Ezek olyan fliggvények melyeket konnyd kiszamitani, de nehéz
megforditani. Mikozben ilyen fiiggvények létezése nem bizonyitott (ebbdl kovetkezne,
hogy P kiilonbozik NP-t6l), szamos jelolt van, mely biztonsagos, legalabbis a jelenlegi
technikakkal szemben.
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7.1. Klasszikus modszerek

Szamos véletlenszertinek latszo bitsorozatot elGallitd klasszikus modszert ismeriink.
Ezek egyike sem teljesiti elvardsainkat, melyeket a kovetkezd alfejezetben fogalmazunk
meg pontosan. Ennek ellenére, hatékonysaguk és egyszertiségiik folytan (f6ként a line-
aris kongruenciat hasznalo generatorok, lasd [[.I.2l példa lent) jol hasznalhatok a gya-
korlatban. Rengeteg praktikus informacio létezik ezek paramétereinek legmegfelelGbb
megvalasztasarol, melyekbe nem mélyediink bele, hanem Knuth kényvének 2. kotetére
hivatkozunk.

7.1.1. Példa. Az eltolds regiszterek a kovetkez6 modon vannak definidlva. Legyen f :
:{0,1}" — {0,1} egy konnyen szamolhato fiiggvény. Egy n bites ag, a1, ..., a,_1 magbol
kiindulva, kiszamoljuk a a,, a,1, @p1o,... biteket az

ap = f(akfla Ap—2y - - - 7akfn)

rekurzidval. Az eltolas regiszter” név abbdl a tulajdonsagbol szarmazik, hogy csak n+
+1 bitet kell eltarolnunk: miutan eltaroltuk f(ao, ..., a,_1)-t a,-ben, nincs sziikségiink
tobbé ag-ra és eltolhatjuk a;-t ag-ba, as-t a;-be stb. Legfontosabb eset, mikor f egy
linearis fliggvény a 2-elemii test felett, a tovabbiakban ezzel foglalkozunk.

Bizonyos esetekben az eltolas regiszter altal generélt bitek véletlennek latszanak,
legalabbis egy darabig. Természetesen az ag, aq, ... sorozatban egy idé utan ismétlgdik
valamely n egymas utani bit, és innentdl periodikus lesz a sorozat. Ennek viszont nem
kell asn elGtt bekdvetkeznie, és valoban, vilaszthaté olyan linearis fiiggvény, melyre a
sorozat periddusa 2.

A problémét az jelenti, hogy a sorozatnak van mas rejtett szerkezete is a periodici-
tason kiviil. Valoban, legyen

f(ZC(), Ce ,I‘nfl) = b(]l’o—l-bll'l +... bnflxnfl

(ahol b; € {0,1}). Tegyiik fel, hogy nem ismerjiik a by, ..., b, 1 egyiitthatokat, viszont
az eredményiil kapott sorozatnak ismerjiik az els6 n bitjét (a,,...,as,_1). Ekkor te-
kintsiik a kovetkezs, 2-elemii test feletti lineéris egyenletrendszert n egyenlettel és n
ismeretlennel:

b0a0+b1a1+. .. bn_lan_l = Qap
b0a1 + b1a2 +... bn,lan = Ap4t1
botn—1+bian+...bp_102,—2 = ag,_1

Ekkor, ha egyértelmtien meghataroztuk a b;-ket, akkor meg tudjuk mondani minden
tovabbi ag,,, as,yi1, ... elemét a sorozatnak.

Elsfordulhat persze, hogy az egyenletrendszer megoldésa nem egyértelmt, mert az
egyenletek Osszefiiggenek. Példaul, ha a 0,0,...,0 magbol indultunk, akkor az egyenle-
tek nem mondanak semmit. Megmutathaté viszont, hogy egy véletlen maghol indulva
az egyenletek pozitiv valoszintiséggel meghatarozzék a b;-ket. Tehat a sorozat elsé 2n
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elemének ismeretében a tobbi ,nem latszik véletlennek” méar egy olyan megfigyels sza-
méara sem, aki egy viszonylag egyszert (polinom idejii) szamitast akar csak elvégezni.

7.1.2. Példa. A gyakorlatban legfontosabb pszeudovéletlenszam-generatorok a linedris
kongruencia generdtorok. Egy ilyen generator harom pozitiv egész paraméterrel van
megadva (a,b és m). Az Xy magbol kiindulva, melyre 0 < Xy < m—1, a generator az
X1, Xs, ... egészeket a

X;=aX;,_1+b (mod m).

rekurzioval szémolja. Eredményként hasznalhatjuk az X;-ket, vagy pl. a kozépsé bitje-
iket.

Az deriil ki, hogy ezen generéatorok altal kapott sorozatok is megjosolhatok polinom
idejti szamolassal, polinom darab sorozatelem felhasznalasaval. Am ezen algoritmusok
nagyon bonyolultak, igy gyorsasdguk és egyszertiségiik miatt a linearis kongruencia
generatorok jok a legtobb gyakorlati alkalmazasban.

7.1.3. Példa. Utolso példaként nézziik a kettes szamrendszerbeli alakjat pl. a v/5-nek:
V/5=10.001111000110111. .

Ez a sorozat eléggé véletlenszertinek latszik. Természetesen nem hasznalhatjuk mindig
ugyanazt a szamot, de véalaszthatunk mondjuk egy n-bites a egészet és ekkor legyen
a kimenet \/a — |y/a]. Sajnos ez a modszer is ,feltorhetd” nagyon bonyolult (viszont
polinom idej{) algoritmikus szamelméleti modszerekkel.
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7.2. A pszeudovéletlenszam-generator fogalma

Altalanossagban, egy pszeudo-véletlen bitgenerator atalakit egy révid, valoban véletlen
s sorozatot (a ,magot”) egy hosszabb g¢(s) sorozatté, amelyik még mindig véletlenszert.
Hogy mennyire jol hasznalhato a g(s) egy valodi véletlen sorozat helyett, az attol fiigg,
hogy mennyire hasznalja ki az adott alkalmazas g(s) véletlen mivoltat. Meg fogjuk
mutatni, hogy ez lényegében attol fiigg, hogy az alkalmazassal nagysagrendileg azonos
idében mennyire tudjuk tesztelni, hogy g(s) véletlenszerti-e. Ha az alkalmazas képes vé-
gignézni minden lehetséges magot, mely g(s)-t generalhatta, akkor megtalalja az igazit
is, és nem sok véletlenszertiség marad. Ennek eléréséhez viszont az alkalmazas esetleg
tal sokéig kellene hogy fusson. Akkor akarunk egy g-t pszeudo-véletlen bitgeneratornak
hivni, ha semelyik polinom id6ben futé alkalmazéas nem tudja megkiilonboztetni g(s)-t
egy valodi véletlen sorozattol.

A pontos definicio kimondasahoz el6késziiletekre van sziikség. Azt mondjuk, hogy
egy f: Z, — R fiiggvény elhanyagolhatd, ha minden fix k-ra n — oo esetén n* f(n) — 0.
Szavakkal, f gyorsabban tart 0-hoz mint barmelyik polinom reciproka. Jeldljiik ezt (a
nagy O-hoz hasonléan) ugy, hogy

f(n) =NEGL(n).

Figyeljik meg, hogy egy elhanyagolhat6 fiiggvény barmilyen polinommal megszo-
rozva elhanyagolhaté marad, azaz

n"-NEGL(n) = NEGL(n)

minden fix r esetén.

Tekintsiink egy polinom idében szamithato G : {0,1}* — {0,1}* fiiggvényt, melyre
feltessziik, hogy |G(z)| csak |z|-t6l fiigg és |z| <|G(z)| <|z|° egy ¢ konstansra. Egy ilyen
fiiggvényt hivunk generdtornak. Legyen A egy polinom idejd randomizalt algoritmus
(Turing-gép), amely barmely z bemenetre kiszamit bel6le egy A(z) bitet (a kimenetnél
a 0 jelentése, hogy ,nem véletlen”, mig az 1 jelentése, hogy ,véletlen” volt a bemenet).
Rogzitsiink le egy n > 1 szamot. Vélasszuk z-et egyenletesen {0,1}"-bdl és y-t egyen-
letesen {0,1}"-bdl, ahol N = |G(z)|. Feldobunk egy érmét és az eredménytél fiiggden
vagy G(x)-et vagy y-t adjuk meg A-nak bemenetként. Akkor hivjuk A-t sikeresnek
(ezekre a véletlen valasztasokra nézve), ha vagy G(x) volt a bemenet és 0 a kimenet,
vagy pedig y volt a bemenet és 1 a kimenet.

Egy G generator (biztonsdgos) pszeudovéletlenszdm-generdtor, ha minden polinom
idej randomizalt A algoritmusra, melynek bemenete egy z 0-1 sorozat és kimenete egy
A(z) bit, annak valoszintisége, hogy A sikeres, legfeljebb 1/24+NEGL(n). Ez a feltétel
azt jelenti, hogy G(x) atmegy minden ,értelmes” (polinom idében szamolhato) teszten
abban az értelemben, hogy annak valoszintisége, hogy a teszt felismeri, hogy G(x)
nem valodi véletlen, elhanyagolhat6an nagyobb csak 1/2-nél (az 1/2 konnyen elérhetd
véletlen talalgatassal is). A definicioban a valoszintséget = és y véletlen valasztésa, az
érmefeldobas, mely eldonti melyik (G(x) vagy y) lesz A bemenete és végiil A belsd
érmefeldobasai szerint értjiik.

Ez a feltétel annyira erds, hogy nem is tudjuk, hogy biztonségos véletlenszam-
generator létezik-e egyaltalan (ha igen, akkor P # NP, lasd a [T 43 feladatot). A kovet-
kezé alfejezetekben latni fogjuk, hogy bizonyos bonyolultsagelméleti feltételek esetén
léteznek ilyen generatorok.
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Ez a feltétel nagyon altalanos és egyaltalan nem vilagos, hogy hogyan lehet el-
lenérizni. Yao kovetkezd tétele megad egy gyakran kényelmesebb modszert, mellyel
eldonthets, hogy egy fliggvény biztonsagos véletlenszam-generator-e. Azt allitja, hogy
ha a joslasra hasznalt algoritmus nem hasznal tul sok id6t, akkor G(z) barmely bitje
szinte teljesen megjosolhatatlan az el6z6 bitekbdl.

Azt mondjuk, hogy a g generator megjosolhatatlan, ha a kovetkezs teljesiil. Legyen
n>1 és valasszuk x-et egyenletesen {0,1}"-bdl. Legyen g(z) =G1Gs ... Gy. Itt minden
G; egy-egy véletlen bit, viszont ezen bitek altaldban nem fiiggetlenek. Legyen ¢ vélet-
len egész szam, egyenletes eloszlassal valasztva {1,..., N}-bél. Ekkor minden polinom
idejti B randomizélt algoritmus esetén, mely az n szam mellett egy z € {0,1}" sorozatot
fogad el bemenetként és egy bitet ad kimenetként, teljesiil, hogy

Pr(B(n: Gy .. G =Cin) = %JFNEGL(n). (7.1)

Tehéat ha B-t arra probaljuk hasznalni, hogy megjosoljuk G ...Gy mindegyik bitjét
az el6z6 bitekbdl, akkor csak elhanyagolhatoan nagyobb 1/2-nél (amit véletlen talalga-
tassal is elérhetiink) annak az esélye, hogy ez sikertil.

7.2.1. Tétel (A. Yao). Egy g generdtor akkor és csak akkor biztonsdgos véletlenszdam-
generdtor, ha megjosolhatatlan.

A tétel bizonyitéasa elGtt vegyiik észre a tétel egy érdekes kovetkezményét: nyilvan,
ha megforditjuk egy biztonsédgos véletlenszam-generdtor kimenetét, akkor egy masik
biztonsagos véletlenszam-generatort kapunk, mivel tetszéleges olyan algoritmus, mely
meg tudja kiilonboztetni az eredeti sorozatot egy valodi véletlen sorozattol, a megfor-
ditottat is meg tudja, ha el6szor megforditja. Igy ha egy generator megjosolhatatlan,
akkor a megforditottja is az (és ez amugy a definiciobol nem latszik egybdl).

Bizonyitas: I. Tegyiik fel, hogy g nem megjosolhatatlan. Ekkor van egy polinom idejd
randomizalt B algoritmus, egy k>0 konstans és végtelen sok n érték, hogy egy véletlen
i€{l,...,N}re

PI"(B(TL; Gri... Gl) = Gi-i—l) > %+%
(ahol z € {0,1}" egy egyenletesen véletleniil valasztott sorozat és g(z) =Gy ...Gy).
Ekkor viszont a kidvetkezd véletlenséget ellenérzd A tesztet tudjuk elvégezni az y =
=y ...yn sorozatra: Valasszunk egy véletlen i€ {1, ..., N} szamot. Ha B(n;y; ... y;)=
= Y;+1, akkor y-t ,nem véletlennek” mondjuk, ellenkez6 esetben pedig ,véletlennek”.
Megmutatjuk, hogy ez a teszt miikodik. Tegyiik fel, hogy A-nak vagy egy R; ... Ry
valodi véletlen sorozatot adunk vagy pedig g(x)-et (mindkettst 1/2-1/2 valoszintiség-
gel), ekkor a sikeres valasz valoszintsége

1 1
SPr (B(n; Ri...R)# Rm) + §Pr<B(n; Gi...Gy) = Gm)
ST L S D
—22 2\2 nk) 2 2k

Miutén ez nem elhanyagolhat6an nagyobb 1/2-nél, a generator nem biztonsagos.
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II. Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan A algoritmus, mely végtelen sok n értékre
megkiilonbozteti a pszeudo-véletlen g(x) = Gy ... Gy sorozatot a valodi véletlen r =
= R, ... Ry sorozattol, azaz az algoritmus sikerességének valoszintsége 1/2+n"* va-
lamilyen k£ > 0 konstanssal. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben megjosolhatjuk az 7.
bitjét a G ... Gy sorozatnak egy véletlen i-re.

Az A algoritmus sikerességének valoszintisége egy fix i esetén:

1 1
§Pr(.A(r) =1)+ EPI(A(Q(I)) =0)
(mivel a siker azt jelenti, hogy A elfogadja r-et, ha r volt a bemenete és elutasitja
g(x)-et, ha g(x) volt a bemenete). Ez egyenld

5+ 5 (PrlA() = 1)~ Pr(A(g()) = 1)),
és igy
Pr(A(r) = 1) = Pr(A(g(z) = 1) > % (7.2)

A B el6rejelz6 algoritmus triikkje az, hogy az
yi:G1...GiRi+1...RN

kevert sorozatokat adjuk A-nak bemenetként. Ekkor y° =1 és ¢y~ = g(z). Sziikségiink
lesz még a

Zi = G1 Ce GiflaiRi+1 ce RN

sorozatra is, ahol G; = 1—G;.
Tegyiik fel, hogy méar lattuk G;...G;_1-et. Pénzérme feldobésaval generaljunk
R; ... R, fiiggetlen véletlen biteket. Futtassuk A-t y*~!-en, és legyen

. _ [ R, haA(y') =0,
B(n;Gy...Gi—y) = { R, egyébként

a joslatunk. Ekkor a joslat helyességének valoszintisége:
Pr(B jol josol) =Pr(G; = R;, A(y" ") =0)+Pr(G;=R;, Aly" ) =1)=

= JPHAW) = 0] Gi= R)+ 5Pr(A() =1] G, =)
1

= SPHAG) =0)+ SPHAG) = 1),

mivel ha G; = R;, akkor 't =4, ha pedig G; = R;, akkor y' 1 = 2%, és az A(y’) =0 és
A(z%) = 1 események fiiggetlenek a G; = R; eseménytdl. Hasznaljuk még ki, hogy

Pr(A(' ) =0) = JPr(AWy)=0)+ SPr(A) =0) =
= %—l— %Pr(/l(yi) =0)— %Pr(.A(zi) =1).
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Az utolso6 tagot kifejezve és az el6z6 egyenletbe beirva kapjuk, hogy
1 . ,
Pr(B jol josol) = 5 +Pr(A(y") =1)-Pr(A(y) =1)

minden rogzitett i-re igaz.
Véletlen i-t valasztva a jobb oldalt atlagolnunk kell, igy

Pr(B jol josol) = %+% Z (Pr(A(yi—l) =1)—-Pr(A(y") = 1)) =
= %—F % (Pr(A(yO) =1)—Pr(AY) = 1)) > 1+

ami nem elhanyagolhat6an nagyobb, mint 1/2.

2 nkN’

Az imént ismertetett pszeudo-véletlen bitgeneratorok létezése kovetkezik bizonyos
(nem bizonyitott, de valoszintinek tiing) bonyolultsagelméleti feltételezésekbdl. Ezeket

targyaljuk a kdvetkezo alfejezetekben.
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7.3. Egyiranyu fliggvények

Az egyiranyu fiiggvény olyan fliggvény, melyet konnyi szamolni, de nehéz megforditani.
A pontos definici6 a kovetkezs:

7.3.1. Definicié. Egy f:{0,1}* — {0,1}* figgvényt egyiranyinak nevezink, ha
I létezik eqy c > 1 konstans, melyre |z|"/¢ < |f(x)| < |2|°;
II. f(z) szdmolhato polinom iddében ;

III. minden A polinom ideji randomizdlt algoritmusra, mely 0-1 sorozatokat szdmol
0—1 sorozatokbol, és egy véletlen y sorozatra, mely egyenletesen véletlentl van
vdlasztva {0,1}"-bdl, teljesiil :

Pr(f(A(f(y)) = [(y)) = NEGL(n). (7.3)

A III. feltétel magyarazatra szorul. Ertelmezhetjiik tgy, hogy amennyiben egy n
hosszu véletlen y sorozatra kiszamitjuk f(y)-t és ezutan A segitségével megprobaljuk
kiszamitani f(y) 6sét, akkor a siker valoszintisége elhanyagolhato. Vegyiik észre, hogy
nem tettiik fel, hogy f invertalhato, igy nem irhatjuk azt, hogy A(f(y)) =y.

De miért nem irhatjuk egyszerden azt, hogy

Pr(f(A(z)) = z) = NEGL(n) (7.4)

egy egyenletesen véletleniil valasztott z-re? A lényeg, hogy mivel f nem feltétlentl rakeé-
pezés, ezért lehet hogy a legtobb z sorozatot nem is veszi fel f. Ekkor ez a valoszintiség
kicsi lenne még akkor is, ha minden z-re amit felvesz f, az Gs kdnnyen szamolhato.
Ezért (L3]) azokat az eseteket nézi, amikor van Gs, és azt irja el, hogy ezekre nehéz az
6s meghatérozasa.

Az egyirdnyd permutdcio egy olyan egyiranyu fliggvény, mely egy-egy értelmi és
| f(2)|=]|z| minden x esetén. Vilagos, hogy ebben az esetben (T.4)) és (T.3]) ekvivalensek.

7.3.1. Tétel. Legyen g egy biztonsdgos véletlenszam-generdtor és tegyiik fel, hogy N =
=|g(z)| > 2n, ahol n=|z|. Ekkor g egyirdnyi.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy g mégsem egyiranyu. Ekkor létezik egy k& > 0 konstans,
egy polinom ideji randomizélt A algoritmus és végtelen sok n érték, melyre teljesiil,
hogy egy egyenletesen véletleniil valasztott y € {0,1}"-ra

Pr(g(Alg(v)) = 9(y)) > —-
Tekintsiik a kivetkezs véletlenséget ellendrzs B algoritmust: egy z € {0,1}Y sorozatot
,nem véletlennek” neveziink, ha g(A(z)) = z, egyébként pedig ,véletlennek”. Ha B-nek
bemenetként megadunk egy valodi véletlen r = R; ... Ry véletlen sorozatot vagy pedig
g(x)-et (mindkettst 1/2-1/2 valoszintiséggel), akkor a sikeresség valoszintsége

1

%Pr(g(.A(r)) + 7’) + §Pr(g(A(g(:c))) = 9(37>)
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Az els6 tag nagyon kozel van 1/2-hez. Valoban, az 6sszes g(x)-szel megegyez6 hosszu so-
rozatok szama 2", tehat annak valoszintsége, hogy r ezek egyike, 2"~ <27" amennyi-
ben N > 2n (és persze ha r hossza megfelel§, még akkor sem biztos, hogy egyenld
g(A(r))-rel). A méasodik tag legalabb 1/n” a feltétel alapjan. A sikeresség valoszintisé-
ge tehat

1 1 1 11 1 1
2 ( —g—n)+§m> 2 T
ami nem elhanyagolhat6an nagyobb 1/2-nél. O]

A tétel megforditdsaként megmutatjuk, miként lehet egy f egyirdnyt permuta-
ci6 segitségével konstrualni egy biztonsagos véletlenszam-generatort. (Ez a konstrukeio
Goldreichtdl és Levintdl szarmazik.) Két u=wu ... u, és v =wv;...v, azonos hosszusa-
gt 0-1 sorozathoz definidljuk az v-v =uv1 & ... P u,v, értéket, ahol & a kizard vagy
(méasképpen modulo 2 Gsszeadéas) miivelet.

Konstrualunk egy véletlenszam-generatort. Legyen f: {0,1}" — {0,1}" egy fiigg-
vény. Hazzunk szét egy (z,p) = ((x1,...,2,), (p1,-.-,pn)) Véletlen sorozatot (a sorozat
hossza 2n, tehat paros a kényelem kedvéért) egy N hosszu pszeudo-véletlen sorozatta
a kovetkezdképpen. Szamoljuk ki a

y' = ['(x)
sorozatokat t =1, ..., N-re (itt f* az f t-szeres iteracioja) és legyen
Gt :p'ytv G(%,p) = Gl 'GN-

7.3.2. Tétel. Teqyiik fel, hogy f egyirdnyi permutdcio. Ekkor g eqy biztonsdgos
véletlenszam-generdtor.

Bizonyitas: A [[21l tételt és a kimondéasat kovet6 megjegyzést felhasznalva elég
annyit bizonyitanunk, hogy minden 1 <7 < N és minden polinom idejd B randomizalt
algoritmus esetén, 1/2-nél csak elhanyagolhat6an nagyobb annak valészintisége, hogy a
kimenete éppen G;, ha a bemenete Gy ... G;11. Legylink nagylelktiek és engedjiik meg
az algoritmusnak, hogy ne csak ezen biteket hasznélhassa, hanem az f*(x) sorozatot is
minden ¢ > i+ 1-re, és még a p sorozatot is (amikbdl G ... G;1 1 kénnyen szamolha-
t6). Ekkor viszont nem kell megadnunk az fi2(z), ..., f¥(x) sorozatokat, mert ezek
konnyen szamolhatok f*!(z)-bdl.

Mivel f az {0,1}" egy permutacioja, az f*(x) vektor is egy permutacio, tehat egyen-
letes eloszlast {0,1}"-en minden ¢-re. Legyen y=f'(x) és 2= f*!(z). Mivel f egyiranyt,
tudjuk, hogy nincs olyan polinomiélis algoritmus, ami nem elhanyagolhaté val6szint-
séggel kiszamitana y-t z-bol.

Igy a B algoritmus z = f"!(z)-bsl megtippeli G; = p- f~(2) értékét. Ezt a tip-
pet jeloljiik B(p, z)-vel vagy siman B(p)-vel (a z-t8l valo fliggdség nem lesz lényeges).
Megmutatjuk, hogy tetszéleges olyan algoritmus, ami 1/2-nél nem elhanyagolhat6an
nagyobb valoszintiséggel taldlja el a jo véilaszt, az y = f~'(2) sorozatot is nem elhanya-
golhato valoszintiséggel ki tudja szamitani.

Bemelegitésként tegyiik fel, hogy van egy olyan B algoritmusunk, ami minden p-re
jol megadja a p-y értéket. Ekkor y-t is konnyt kiszamitani, hiszen az i-edik bitje éppen
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y; = e;-y = B(e;), ahol e; = 0°"110"" (az az n hosszt sorozat, melyben csak az i-edik
bit 1).

Sajnos esetiinkben a helyzet bonyolultabb: nem lehetiink biztosak benne, hogy B
mindig p-y-t szamitja ki, csak azt tudjuk, hogy egy olyan tippet ad, ami 1/2-nél egy
kicsit tobbszor jo (ha p-re, y-ra és a B altal hasznalt Osszes lehetséges érmefeldobasra
vonunk atlagot). Tehat nincs semmi garancia arra, hogy az algoritmus helyes vélaszt
ad akkor, ha a nagyon specialis p = e; értéket adjuk be neki.

A kovetkezd otlet az, hogy hasznaljuk azt, hogy minden p-re

yi=ey=(pde;) ydp-y.
Ez mutatja, hogy hasznalhatnénk y; tippjeként a
B(p®e;) ©B(p)

értéket. Mivel ha p-t véletlennek (azaz egyenletes eloszlassal {0,1}"-bdl) valasztjuk,
tudjuk, hogy 1/2-nél egy kicsi, de nem elhanyagolhato értékkel nagyobb az esélyiink
arra, hogy p-y-t adja B(p), és mivel ekkor p@e; is egyenletes eloszlasu {0,1}"-ben,
ezért ez all (p@e;)-y-ra is. Sajnos ett6l még nagyon rossz korlatot kapunk annak a
valoszintiségére, hogy minden tipp jo.

A 6 6tlet a kovetkezs értékek hasznalata:

g(p) =BlpDe;) ®p-y. (7.5)

Ha p-re B(p®e;) jol tippel, akkor ez a bit pont y;, ha téved, akkor pedig 7,. Mivel
atlagosan B gyakrabban tippel jol, mint rosszul, azt kapjuk, hogy atlagosan azon v
vektorok szama, melyekre ez y; legalabb (1 +n~¢)-szerese azokénak, melyekre 7. Igy
elég megmutatni, hogy mi a tobbsége a g(p) biteknek.

Ezzel a modszerrel két gond van: elszor is, nem tudjuk kiértékelni g(p)-t, mivel
a ([C3]) képletben y ismeretlen. Masodszor pedig, tul hosszu ideig tartana az 6sszes g(p)
érték kiszamitasa, mely sziikséges annak eldontéséhez, hogy a 0 vagy az 1 a tobbség.

Habar mar ugy ttnik, hogy az els§ probléma is megdli a modszert, mi mégis a ma-
sodikkal foglalkozunk elébb, és megleps modon az 6tletet ad majd az els6 megoldéaséra
is.

Megprobalhatjuk y;-t mintavételezéssel megallapitani: valasszunk elég sok py, ..., pk
egymaéstol fiiggetlen véletlen vektort, és adjuk ki g(p1),...,g(px) koziil a tobbséget,
mint az y;-re vonatkozo tippet. Ekkor valoszintiségszamitasbol (pontosabban a nagy
szamok erds torvényébdl) tudjuk, hogy a tébbség a mintaban nagy valdsziniséggel
ugyanaz lesz, mint az 0sszes szam kozott.

A pontos szamolas standard valoszintiségszamitasi technikédkat hasznal, de a ké-
s6bbiek miatt végig megyiink rajta. Tegyiik fel, hogy (mondjuk) z; =0, azaz a g(p)
értékek tobbsége p Osszes lehetséges értékét tekintve 0, tehat azon p vektorok szama
amire g(p) =1 egy M < (1/2—n"°)2" szam. A mintaban azt varjuk, hogy ¢(p,;) =1
koriilbelil kM2™™ < (1/2 —n~°)k-szor tapasztalunk. Ha a minta rossz kévetkeztetést
ad, akkor
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és igy

(Z(Q(pj) - M2”> >n~ k% (7.6)

j=1

Legyen Z;=g(p;)—M2™", ekkor E(Z;)=0, E(Z;Z;)=E(Z;)E(Z,;)=0, ha j{ (mivel Z; és
Zy fiiggetlenek), és E(Z7) = M27" — M?27>" < 1. Igy (Z.0)) bal oldalanak varhatoértéke:

E (sz) =) E(Z))-2 > E(ZiZ) <k

j 1<j<t<n

Igy a Markov egyenlétlenség szerint (T6) k/(n~2°k?) =n>¢/k-nal kisebb valoszintiséggel
teljestil.

Fontos megjegyezniink, hogy ahhoz, hogy a fenti kovetkeztetésre jussunk nincs sziik-
ségiink fiiggetlen mintara, elég, ha a py, ..., pp vektorok paronként fliiggetlenek. Ez azért
jelentds, mert paronként fliggetlen vektorok vélasztasahoz kevesebb ,yvéletlenség” kell.
Pontosabban, legyen k = 2" — 1, vegyiink r fiiggetlen py, ..., p, vektort egyenletes el-
oszlassal {0,1}"-bdl, és legyen p,41, ..., pi ezek Osszes lehetséges linearis kombinécioja
GF(2) felett (mondjuk p,+1 = p1 ®p2, Pri2 = p1 S P2 @ ps stb.; nem szamit milyen sor-
rendben irjuk fel Sket). Ekkor konnyen lathato, hogy a py, ..., pr vektorok paronként
fiiggetlenek, és igy hasznalhatoak mintanak.

Eleve érdekes, hogy az érmefeldobason tudunk sporolni, viszont py, ..., px fenti el6-
allitasdnak van egy masik, sokkal fontosabb elénye: ennek segitségével kiutat talalha-
tunk abbdl a bajbol, hogy nem ismerjiik y-t a (7.3 formulaban. Valoban, elég tudnunk
P1Y, ..., ey értékét (mivel ekkor p,yq -y =p1-y@Spa-y stb.).

Tehat csak r bitnyi informaciéra van sziikség y-rol. Ez sokkal kevesebb, mint n, de
hogy kaphatnank meg? A vélasz az, hogy sehogy. Egyszertien kiprobaljunk az Gsszes
lehetséges 0-bol és 1-b6l allo r-est. Ez csak 27 = k+1 = O(n®) esetet jelent. Minden
probalkozasra megprobéljuk rekonstrualni y-t a fent leirt moédon. Tudni fogjuk, ha
sikerrel jartunk, mivel ellendrizhetjiik, hogy f(y) =z teljesiil e a kapott y-ra, és ez nem
elhanyagolhato valészintiséggel teljesiilni is fog. O]
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7.4. Egyiranyu fliggvény jeloltek

A szédmelmélet tobb egyirdnyu fiiggvény jeloltet is a rendelkezésiinkre bocsat. A to-
vabbiak soran a bemenetek és kimenetek hossza nem pontosan n, csak polinomialis
n-ben.

7.4.1. Probléma (A faktorizacios probléma). Jeldljon x két n hosszi primet (mondjuk
a primségiik bizonyitasdval egyiitt). Legyen f(n,x) ezen két prim szorzata. Az a problé-
ma, hogy hogy f(n,x)-bdl hatdrozzuk meg a két primet, sok specidlis esetben megoldhato
polinom iddben, de az esetek tobbsége tovdbbra is nehéz.

7.4.2. Probléma (A diszkrét logaritmus probléma). Adott egy p prim, p-nek egy g
primitiv gyoke és eqy i < p pozitiv egész, a kimenet pedig p, g és y = ¢g* mod p. Ennek
a megforditisdt nevezik diszkrét logaritmus problémdnak, mivel adott p, g,y esetén i-t
keressiik, amit y-nak p-re vonatkozo diszkrét logaritmusdnak vagy indexének is hivnak.

7.4.3. Probléma (A diszkrét négyzetgyok probléma). Adottak az m és x < m pozitiv
egészek, a fiigguény kimenete m és y=x2 mod m. Ennek megforditdsa, hogy taldljuk meg
azt az x szdmot, melyre x*=y (mod m). Ez polinom idében megoldhatd egy randomizdlt
algoritmussal, amennyiben m prim, dltaldban viszont nehéz megoldani.

7.4.1. Diszkrét négyzetgyokok

Ebben az alfejezetben a négyzetgyokvonas szamelméleti algoritmusat targyaljuk.
A0,1,...,p—1 egészeket (modulo p) maradékoknak hivjuk. Legyen p paratlan prim.
Egy y-t akkor hivunk az = (modulo p) négyzetgyokének, ha

y*=x (mod p).

Ha z-nek van négyzetgyoke, akkor kvadratikus maradéknak hivjuk. Ha nincs, akkor
pedig kvadratikus nemmaradéknak.

Vildgos, hogy a 0-nak csak egy négyzetgydke van modulo p, hiszen ha y?=0 (mod p),
akkor p|y? és mivel p prim, ezért ply is teljesiil. Minden més r maradék esetén, ha y
az x négyzetgyoke, akkor p—y = —y (mod p) is az és nincsen méas. Valéban, ha 22 =z
valamely z maradékkal, akkor ply? — 2% = (y—2)(y+2) és igy ply—z vagy p|y+z. Tehét
zZ =y vagy z = —y.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy nem minden egésznek van négyzetgyoke modulo p,
hiszen a négyzetre emelés a nemnulla maradékokat egy (p—1)/2 elemt részhalmazra
képezi, igy a tobbi (p—1)/2 maradéknak nincs négyzetgyoke.

A kovetkezd lemma megad egy egyszerii modszert annak eldontésére, hogy egy
maradéknak van-e négyzetgyoke.

7.4.1. Lemma. Fqgy v maradéknak akkor és csak akkor van négyzetgyoke, ha
¢ V/2 =1 (mod p). (7.7)
Bizonyitas: Ha z-nek van egy y négyzetgyoke, akkor

gP V2 =yt =1  (mod p)
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kovetkezik a kis Fermat-tételbsl. A forditott irdny bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy
x®P=1/2 1 foka (p—1)/2, ezért legfeljebb (p—1)/2 gydke van modulo p (ezt hasonls-
képpen bizonyithatjuk, mint azt a jol ismert tételt, miszerint egy n-ed foki polinomnak
legfeljebb n valos gyoke van). Mivel minden kvadratikus maradék gyoke 2P~1/2 —1-nek,
ezért egyetlen kvadratikus nemmaradék sem lehet az. ]

De vajon hogyan talalhatjuk meg egy négyzetgyokot? Némelyik primre nem nehéz:

7.4.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy p=3 (mod 4). Ekkor minden x kvadratikus maradék
esetén xPHI/A qz o négyzetgyoke.

Valoban,
<x(p+1)/4>2 = pPD/2 — 5 0=D/2 = 5 (mod p). O

A p=1 (mod 4) eset ennél nehezebb és a megoldas véletlent is hasznal. Igazabol a
véletlenre csak a kovetkezs segédalgoritmusban van sziikség.

7.4.3. Lemma. Legyen p egy pdaratlan prim. Ekkor van olyan randomizdlt algoritmus
mely polinom iddben taldl eqy kvadratikus nemmaradékot modulo p.

Ilyet tigy tudunk csinalni, hogy véalasztunk egy véletlen z#0 maradékot és teszteljiik
a[l.41]l lemma segitségével, hogy kvadratikus nemmaradék-e. Ha nem, akkor valasztunk
egy 1j z-t. Mivel a talalat valoszintsége 1/2, ezért atlagosan 2 probalkozéssal fogunk
talélni egyet. O]

Megjegyzés. Természetesen elkeriilhetjiik a véletlen hasznalatat, ha sorban teszteljiik
a 2,3,5,7,... szamokat. El6bb vagy utobb talalunk egy kvadratikus nemmaradékot. Azt
viszont nem tudjuk, hogy a legkisebb kvadratikus nemmaradék megtalalhato-e ilyen
modon polinom idében. Sejtés, hogy O(log? p)-nél tobb lépés nem kell ezzel a modszerrel
sem.

Térjlink vissza arra a problémara, hogy miként taldlhatjuk meg egy x maradék
négyzetgyokét, ha a p primre p=1 (mod 4). Ekkor van olyan ¢ péaratlan és k> 2 egész,
hogy p—1 = 2Fq.

ElGszor keresiink egy z kvadratikus nemmaradékot. Az 6tlet az, hogy keresiink egy
paros hatvany z%-t, amire 292%=1 (mod p). Ekkor y=2+1/22* (mod p) négyzetgyoke

z-nek, hiszen

2 _ okl 2t —

Y z z  (mod p).

Egy ilyen z-hatvanyt ugy taldlunk, hogy keresiink minden j < k —1 egészhez egy
t; > 0 egészet ugy, hogy

2?9227 =1 (mod p). (7.8)
Ez 7 = 0-ra éppen megadja amit keresiink. Ha j = k—1, akkor j6 lesz a ;1 = q:
2?7 = g0 D/2 1 =1 (mod p),
miutéan z kvadratikus maradék és a kis Fermat-tételb6l kovetkezéen 2P~1 =1 (mod p).

L (
Ez azt sugallja, hogy visszafel¢ konstrualjuk meg a t;-ket, azaz j =k —2,k—3,...
sorrendben.
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Tegyiik fel, hogy mar tudjuk ¢;-t (j >0), és t;_1-t akarjuk megtalalni. Tudjuk, hogy
pla? T 1 = (ij_lqzzjtj — 1) <x2j_1q22jtj + 1)

Megnézziik, hogy a két tényezd koziil melyik oszthato p-vel. Ha az els6, akkor ¢;_; =t
jo, ha a méasodik, akkor legyen

tj,1 = tj ‘|—2k7j71q.
Ez j6 valasztas, hiszen

j—1 Jt . j—1 Jt.49k—1 j—1 Jt . _
.1’2 q22 tj—1 1’2 qZZ tj+2 q_ .1’2 qZ2 tJZ(p 1)/2 = (_1)(_1> _ 1,

mivel z kvadratikus nemmaradék.
Ezzel teljesen leirtuk az algoritmust.

7.4.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy eqy egész négyzetre emelése nem véletlenszam-
generdtor.

7.4.2. Feladat. Egy x sorozatra jeldlje rev(x) az x megforditdsdt. Mutassuk meg, hogy
ha g(s) biztonsdgos véletlenszam-generdtor, akkor rev(g(s)) is az.

7.4.3. Feladat. Ha P=NP, akkor nem létezik eqyirdnyi fligguény.

7.4.4. Feladat. Tekintsiik a kévetkezd véletlenszam-generdtort. A generdtor eqy n bites
T egészet vesz magnak és a kimenete |x®/2"|. Mutassuk meg, hogy ez a véletlenszdm-
generdator nem biztonsdgos.



8. fejezet
Dontési fak

Igen sok algoritmus logikai vaza egy faval irhato le: a gyokérbsl indulunk, és minden
elagazasi pontban az hatarozza meg, hogy melyik élen megyiink tovabb, hogy egy
bizonyos ,teszt” milyen eredményt ad. Példaul a legtébb sorbarendezési algoritmus
idénként Osszehasonlitasokat tesz bizonyos elemparok kozott, és aszerint folytatja a
munkat, hogy az Osszehasonlitdsnak mi az eredménye. Feltessziik, hogy az elvégzett
tesztek eredményeinek sorozata minden sziikséges (a feladat szempontjabol lényeges)
informaciot tartalmaznak a bemenetrdl, vagyis ha egy végponthoz érkeztiink, akkor a
kimenetet mar csak le kell olvasnunk végpontrol. Az algoritmus bonyolultsagardl képet
ad a fa bonyolultsaga; pl. a fa mélysége (a gyokérbdl kiinduld leghosszabb 1t élszama)
azt adja meg, hogy a legrosszabb esetben hany tesztet kell elvégezniink a futas soran.
Természetesen minden algoritmust leirhatunk trivialis, 1 mélységii faval (a gyokérben
elvégzett teszt a végeredmény kiszamitasa); ezért ennek az algoritmus-sémanak csak
akkor van értelme, ha megszoritjuk, hogy az egyes csiicsokban milyen teszt végezhets
el.

Latni fogjuk, hogy a dontési fak nemcsak egyes algoritmusok szerkezetét teszik
szemléletessé, hanem arra is alkalmasak, hogy als6 korlatot bizonyitsunk be a mélysé-
giikre. Egy ilyen also korlat tgy interpretalhato, hogy a feladat nem oldhaté meg (a
legrosszabb bemenetre) ennél kevesebb lépésben, ha feltessziik, hogy a bemenetrsl csak
a megengedett teszteken keresztiil nyerhets informacio (pl. sorbarendezésnél az adott
szamokat csak egymassal hasonlithatjuk 6ssze, nem végezhetiink veliik aritmetikai mt-
veleteket).
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8.1. Dontési fakat hasznal6 algoritmusok

Tekintsiink néhény egyszert példat.

a) Hamis pénz megtalalasa egykart mérleggel. Adott n kiilsére egyforma
pénzdarabunk. Tudjuk, hogy mindegyiknek 1 gramm stlytnak kellene lenni; de azt
is tudjuk, hogy egy hamis van kozottiik, mely konnyebb a tobbinél. Van egy egykartu
mérlegiink ; ezen megmérhetjiik a pénzdarabok tetszéleges halmazanak a sulyat. Hany
méréssel tudjuk eldonteni, hogy melyik pénzdarab a hamis?

A megoldés egyszerti: egy méréssel a pénzdarabok tetszéleges halmazarol el tudjuk
donteni, hogy koztiik van-e a hamis. Ha [n/2] pénzdarabot tesziink fel a mérlegre,
akkor egy mérés utdan mar csak legfeljebb [n/2] pénzdarab koziil kell kivalasztani a
hamisat. Ez a rekurzio [logn] lépésben ér véget.

Az algoritmust egy gyokeres binaris faval jellemezhetjiik. Minden v csticsnak megfe-
lel a pénzdaraboknak egy X, részhalmaza; ebbe a csticsba érve mar tudjuk azt, hogy a
hamis pénz ebbe a részhalmazba esik. A gyokérnek az egész halmaz, a végpontoknak 1
elemi halmazok felelnek meg. Minden v elagazasi pontra az X, részhalmazt két részre
osztjuk; ezek elemszama [|X,|/2] és || X,|/2]. Ezek felelnek meg a v fiainak. Az els6t
lemérve megtudjuk, hogy a hamis pénz melyikben van.

b) Hamis pénz megtalalasa kétkara meérleggel. Ismét csak adott n kiils-
re egyforma pénzdarabunk. Tudjuk, hogy egy hamis van kozottiik, mely kénnyebb a
tobbinél. Ezuttal egy kétkart mérlegiink van, de stulyok nélkiil. Ezen 6sszehasonlithat-
juk, hogy pénzdarabok két (diszjunkt) halmaza koziil melyik a kénnyebb, illetve, hogy
egyenlGek-e. Hany méréssel tudjuk eldonteni, hogy melyik pénzdarab a hamis?

Egy mérés abbol all, hogy mindkét serpenyébe azonos szamu pénzdarabot tesziink.
Ha az egyik oldal konnyebb, akkor abban a serpeny&ben van a hamis pénz. Ha a két
oldal egyforma silyt, akkor a kimaradd pénzek kozott van a hamis. Legcélszertibb,
ha mindkét serpenySbe [n/3]| pénzdarabot tesziink; ekkor egy mérés utan mar csak
legfeljebb |n/3] pénzdarab koziil kell kivalasztani a hamisat. Ez a rekurzio [logsn|
lépésben ér véget.

Mivel egy mérésnek 3 lehetséges kimenete van, az algoritmust egy olyan gyokeres
faval jellemezhetjiik, melyben az elagazési pontoknak 3 fiuk van. Minden v csticsnak
megfelel a pénzdaraboknak egy X, részhalmaza; ebbe a csticsba érve mar tudjuk azt,
hogy a hamis pénz ebbe a részhalmazba esik. (Mint fent, most is a gyokérnek az egész
halmaz, a végpontoknak 1 elemt halmazok felelnek meg.) Minden v elagazasi pontra
az X, részhalmazt harom részre osztjuk; ezek elemszama rendre [|X,|/3], [|X,|/3] és
| Xy —2[|X,|/3]. Ezek felelnek meg a v fiainak. Az els6 kett6t Gsszehasonlitva megtud-
juk, hogy a hamis pénz a harom rész koziil melyikben van.

8.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy kevesebb méréssel sem az a), sem a b) feladatban
nem lehet célt érni.

c) Sorbarendezés. Adott n elem, melyek (szamunkra ismeretlen modon) rendezve
vannak. Arra tudunk eljarast, hogy két elem sorrendjét eldontsiik; ezt egy dsszehasonli-
tasnak nevezziik és elemi 1épésnek tekintjiik. Minél kevesebb ilyen 6sszehasonlitis dran
szeretnénk a teljes rendezést meghatarozni. Erre az adatkezelési alapfeladatra igen sok
algoritmus ismeretes; itt csak olyan mélységig foglalkozunk a kérdéssel, amennyi a
dontési fak illusztralasahoz sziikséges.
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Nyilvanvalo, hogy (g) Osszehasonlitéas elég: ezzel megtudhatjuk barmely két elem-
r6l, hogy melyik a nagyobb, és ez meghatarozza a rendezést. Ezek az 6sszehasonlitasok
azonban nem fiiggetlenek: a tranzitivitas alapjan bizonyos parok sorrendjére osszeha-
sonlitas nélkil is kovetkeztethetiink. Valoban, elegends >} [log k] ~ nlogn Gssze-
hasonlitast tenni. Ez a legegyszertibben igy lathatd be: tegyiik fel, hogy az els6 n—1
elem rendezését mar meghataroztuk. Ekkor csak az n-edik elemet kell ,besztrni”, ami
nyilvanval6 moédon megtehetd [logn| Osszehasonlitéssal.

Ez az algoritmus, de barmely més olyan sorbarendezé algoritmus is, mely 6sszeha-
sonlitasokkal dolgozik, leirhat6 egy binaris faval. A gyokér megfelel az els§ 6sszehason-
litasnak ; ennek eredményétdl fiiggden az algoritmus elagazik a gyokér valamelyik fiaba.
Itt ismét egy Gsszehasonlitast végziink stb. Minden végpont egy teljes rendezésnek felel
meg.

Megjegyzés. A fenti sorbarendezd algoritmusnal csak az 6sszehasonlitasokat szamol-
tuk. Egy igazi programnél figyelembe kellene venni az egyéb miiveleteket is, példaul
az adatok mozgatasat stb. A fenti algoritmus ebbdl a szempontbol nem jo, mert min-
den egyes beszurasnal akar az Osszes kordbban elhelyezett elemet meg kell mozgatni,
és ez konstansszor n? tovabbi lépést jelenthet. Léteznek azonban olyan sorbarendezd
algoritmusok, melyek Osszesen is csak O(nlogn) lépést igényelnek.

d) Konvex burok. Ami az adatkezeléseknél a sorbarendezés, az a geometriai algo-
ritmusok kérében n sikbeli pont konvex burkanak a meghatéarozasa. A pontok koordina-
taikkal vannak adva: p1=(x1,91),. . ., Pn=(Tn, yn). Egyszertiség kedvéeért feltessziik, hogy
a pontok dltaldnos helyzetiiek, vagyis nincsen 3 egy egyenesen. Meg akarjuk hatarozni
azokat az g, ..., k1, i = 1o indexeket, melyekre p;,, ..., pi,_,, i, az adott ponthalmaz
konvex burkanak a cstcsai, ebben a sorrendben (az éramutat6 jarasa szerint) a konvex
burok mentén (mondjuk, a legkisebb abszcisszaju csticsbol indulva).

A beszuras” otlete itt is ad egy egyszerd algoritmust. Rendezziik sorba az elemeket
az x; koordinatak szerint; ez O(nlogn) idében megtehets. Tegytik fel, hogy p1, ..., pn
mér ebben a sorrendben vannak indexelve. Hagyjuk el a p, pontot, és hatdrozzuk meg
a pi,...,Pn—1 pontok konvex burkat: legyenek ezek rendre a pj,,...,p;,, ., Pj,, pontok,
ahol jo =7, =1.

Marmost p,, hozzévétele abbol all, hogy a pj, ...p;,. poligon p,-bdl  lathatd” ivét
clhagyjuk, és helyette a p, pontot tessziik be. Hatarozzuk meg a pj, ...p;,, sorozat
legelsé és legutolso p,-bdl lathato elemét, legyen ez p;, és pj,. Ekkor a keresett konvex
burok pj, ... P;j.PnDj, - - - Pjn-

Hogyan lehet meghatéarozni, hogy egy p;, cstcs lathaté-e p,-b6l? A p,,_; pont nyil-
van a poligon csicsai kozott szerepel, és lathato p,-bdél; legyen ennek indexe t, azaz
pj, = pn—1. Ha s <, akkor nyilvan p; akkor és csak akkor lathato p,-bdl, ha p, a
Dj.Dj.,. egyenes felett van (lasd a8l abrat). Hasonloan, ha s > ¢, akkor p;, akkor és
csak akkor lathaté p,-bél, ha p, a p;.pj._, egyenes felett van. Igy minden py-r6l O(1)
lépésben el lehet donteni, hogy latszik-e p,-bdl.

Ezek alapjan binaris kereséssel O(log n) lépésben meg tudjuk hatarozni a-t és b-t, és
elvégezni a p,, pont ,beszturasat”. Ebbdl a rekurziobol O(nlogn) 1épésszamu algoritmus
adodik.

Erdemes itt elkiiloniteni azokat a lépéseket, melyekben a pontok koordinataival szé-
mitasokat is végziink, a tobbi (kombinatorikus jelleg) 1épéstsl. Nem tudjuk ugyanis,
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P.
]

8.1. abra. Uj pont hozzavétele a konvex burokhoz

hogy a pontok koordinatai mekkorék, nem kell-e t6bbszoros pontossagu szamolas stb.
A leirt algoritmust elemezve lathatjuk, hogy a koordinatakat csak két formaban kel-
lett figyelembe venni: a sorbarakasnal, melynél csak Gsszehasonlitasokat kellett tenni
az abszcisszak kozott, és annak meghatarozasanél, hogy a p, pont a p; és p; pontok
altal meghatarozott egyenes felett vagy alatt van-e. Ez utébbit tgy is fogalmazhatjuk,
hogy meg kell hataroznunk a p;p;p, haromszog koriiljarasat. Ez az analitikus geometria
eszkozeivel tobbféleképpen is megtehetd.

A leirt algoritmust ismét egy binaris dontési faval irhatjuk le: minden cstucsa vagy
két adott pont abszcisszai Gsszehasonlitasanak, vagy harom adott pont altal alkotott
haromszog koriiljarasa meghatarozasanak felel meg. A leirt algoritmus O(nlogn) mély-
ségii fat ad. (Sok mas konvex burkot keress algoritmus is hasonld mélységii donteési fara
vezet. )

8.1.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy n valdos szam sorbarendezésének problémdja line-
aris szamai lépésben visszavezethetd n sikbeli pont konvex burkdnak a meghatdrozdsdra.

8.1.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy a fenti algoritmus mdsodik fdzisa, vagyis a mdr
rendezett py, ..., p, pontok konvex burkdnak a meghatdrozdisa O(n) lépésben is elvégez-
hetd.

A dontési fa fogalmanak formalizalasa végett legyen adott A, a lehetséges bemenetek
halmaza, B, a lehetséges kimenetek halmaza, és A-n értelmezett, {1,...,k} értéki
fiiggvényeknek, a megengedett teszt-fligguényeknek egy F halmaza. Egy dontési fa olyan
gyokeres fa, melynek belsd pontjainak (gyokerét is beleértve) k fiuk van, végpontjai
B elemeivel, tébbi pontja pedig F-beli fliggvényekkel van cimkézve. Feltessziik, hogy
minden cstcsra a beléle kiinduld élek meg vannak szamozva valamilyen sorrendben.

Minden dontési fa meghataroz egy f: A — B fiiggvényt. Legyen ugyanis a € A. A
gyokeérbdl kiindulva lesétalunk egy végpontba a kivetkezGképpen. Ha a v belsé pontban



138 8.1. DONTESI FAKAT HASZNALO ALGORITMUSOK

vagyunk, akkor kiszamitjuk a v-hez rendelt tesztfliiggvényt az a helyen; ha értéke 1,
akkor a v cstcs i-edik fiara lépiink tovabb. Igy eljutunk egy w végpontba; f(a) értéke
a w cimkéje.

A kérdés az, hogy adott f fliggvényhez mi a legkevésbé mély dontési fa, mely f-et
szamitja ki.

A legegyszeriibb esetben egy f(z1,...,x,) Boole-fliggvényt akarunk kiszamitani, és
minden teszt, amit a dontési fa csticsaiban elvégezhetiink, valamelyik valtozo értékének
a leolvasésa. Ekkor a dontési fat egyszerinek nevezziik. Minden egyszert dontési fa
binaris, az elagazasi pontok a valtozokkal, a végpontok pedig 0-val és 1-gyel vannak
cimkézve. Vegyiik észre, hogy a sorbarendezésre vonatkoz6 dontési fa nem ilyen: ott a
tesztek (Osszehasonlitasok) nem fiiggetlenek, hiszen a rendezés tranzitiv. Az f Boole-
fiiggvényt kiszamito egyszertd dontési fa minimalis mélységét D( f)-fel jeloljiik.

8.1.1. Példa. Tekintsiik az f(x1,z2, x3,24) = (21 V22) A (22 V 23) A (23 V 24) Boole-
fliggvényt. Ezt kiszamithatjuk pl. aR2l abran lathato egyszeri dontési faval, igy D(f)<
< 3. Kénnyd meggondolni, hogy D(f) = 3.

)

0

AR
@ @é\@

8.2. dbra. Egyszertd dontési fa

Minden dontési fa tgy is tekinthetd, mint egy kétszemélyes Barkochba-szert jaték.
Az egyik jatékos (Adél) gondol egy a € A elemre, a masik jatékos (Béla) feladata, hogy
meghatéarozza f(a) értékét. Ehhez kérdéseket tehet fel Adélnak. Kérdései azonban nem
lehetnek tetszGlegesek, hanem csak valamely F-beli tesztfiiggvény értékét kérdezheti
meg. Hany kérdéssel tudja kiszamitani a valaszt? Béla stratégidja egy dontési fanak
felel meg, Adél pedig akkor jatszik optimalisan, ha vélaszaival a gyokértsl legtéavolabbi
végpontba tereli Bélat. (Adél csalhat, csak rajt’ ne kapjak — vagyis valaszaihoz kell
lennie olyan a € A elemnek, amelyre mindegyik vélasza korrekt. Egyszerd dontési fa
esetén ez automatikusan teljesiil.)
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8.2. Nemdeterminisztikus dontési fak

A @l fejezetben megismert gondolat, a nemdeterminizmus, mas bonyolultsagelméleti
vizsgalatokban is segit. A dontési fa modellben ez igy fogalmazhato meg (csak egysze-
i dontési fak esetével foglalkozunk). Legyen a kiszamitando fuggvény f:{0,1}"—{0,1}.
A nemdeterminisztikus déntési-fa-bonyolultsagot két szam jellemzi (ahhoz hasonloan,
hogy a két nemdeterminisztikus polinomiélis osztély van: NP és co-NP). Minden x be-
menetre, jelolje D(f, z) azon valtozok minimalis szaméat, melyek értéke az f(z) értékét
mér meghatéarozza. Legyen

Do(f) =max{D(f,x): f(x) =0},  Di(f)=max{D(f, x): f(x)=1}.

Maés szoval Do(f) a legkisebb olyan szam, melyre fennall, hogy minden olyan x be-
menetre, melyre f(x) =0, lekérdezhetd Dy(f) valtozo ugy, hogy ezek ismeretében a
fiiggvény értéke meghatérozhato (az, hogy mely valtozokat kérdezziik le, fiigghet az
z-t61). A Dy(f) szam hasonloan jellemezhets. Nyilvanvalo, hogy

D(f) = max{Do(f), Dr(f)}-

Az alabbi példékbol lathato, hogy itt nem sziikségképpen all egyenlGség.

8.2.1. Példa. Legyen a teljes K, graf minden e éléhez egy-egy x. Boole-valtoz6 hoz-
zérendelve. Ekkor minden értékadas egy m pontu grafnak felel meg (azokat a parokat
kotjiik Ossze éllel, melyekhez tartozo valtozo értéke 1). Legyen f az az (Z) valtozos
Boole-fiiggvény, melynek értéke 1, ha a bemenetnek megfelel§ grafban minden cstcs
foka legalabb egy, és 0, ha nem (vagyis, ha van izolalt pont). Ekkor Dy(f)<n—1, hiszen
ha a grafban van izolalt pont, az ebbdl kiindulé n—1 élrél elég tudni, hogy nincsenek
a grafban. Azt is konnyd meggondolni, hogy n—2 par dsszekotott, ill. nemdsszekotott
voltabol még nem kdvetkeztethetiink izolalt pontra, és igy

Hasonléan, ha egy grafban nincs izolalt pont, akkor ezt mar n—1 él megléte is bizonyitja
(minden cstcsbdl elég egy-egy beldle kiinduld élt tudni, és az egyik él 2 cstcsot is lefed).
Ha a bemenet graf egy n—1 agu csillag, akkor (n—1)-nél kevesebb él nem is elég. Ezért

Tehat barmelyik eset all is fenn, n — 1 szerencsés kérdés utan mar tudhatjuk a va-
laszt. Ugyanakkor, ha el akarjuk donteni, hogy melyik eset all fenn, akkor nem tudhat-
juk elére, hogy melyik éleket kérdezziik ; megmutathato, hogy a helyzet annyira rossz,
amennyire csak lehet (lasd a B33l feladatot), vagyis

D(f) = (Z)

8.2.2. Példa. Legyen most G tetszéleges, de rogzitett n ponti graf, és minden cst-
csédhoz rendeljiink hozzé egy-egy valtozot. A véltozok egy 0-1 értékadésa a csicsok egy
részhalmazanak felel meg (amelyekre az érték 1). Az f fiiggvény értéke legyen 0, ha
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ez a halmaz fiiggetlen a grafban, és 1 egyébként. Ez a tulajdonsag Boole-formuléval is
egyszertien kifejezhetd:

flx1, ..., z,) = \/ (i Axj).

iJEE(G)

Ha ennek a Boole-fiiggvénynek az értéke 1 (vagyis a halmaz nem fliggetlen), akkor ez
méar 2 csucs lekérdezésébdl kideriil, de egyetlen pontébol persze nem, vagyis

D1(f) =2.

Maésrészt ha bizonyos pontok lekérdezése utan biztosak vagyunk abban, hogy a halmaz
fiiggetlen, akkor azok a pontok, melyeket nem kérdeztiink meg, fiiggetlen halmazt kell,
hogy alkossanak. igy

Do(f) Zn—Oé,

ahol « a graf fiiggetlen pontjainak maximalis szama. Az is bizonyithato (lasd R3.0l
tétel), hogy ha n prim, a grafnak van éle, de nem a teljes graf, és a graf pontjainak
ciklikus cseréje a grafot énmagara képezi le, akkor

D(f)=n.

Latjuk tehat, hogy D(f) lényegesen nagyobb lehet, mint Dy(f) és D;(f) maximu-
ma; tovabba az is lehetséges, hogy D;(f)=2 és D(f)=mn. Fennall azonban a kovetkezs
szép Osszefiiggés:

8.2.1. Tétel. Minden nem konstans f Boole-fiigguényre
D(f) < Do(f)D1(f).

Bizonyitas: Teljes indukciot alkalmazunk a valtozok n szamara vonatkozolag. Ha n=
=1, az egyenlGtlenség trividlis.

Feltehetjiik, hogy f(0,...,0) = 0. Ekkor kivalaszthaté k < Dq(f) valtozo ugy, hogy
azok értékét 0-nak rogzitve, a a fiiggvény a tobbi valtozotol fiiggetleniil 0. Feltehetjiik,
hogy az els6 k valtozo ilyen tulajdonsagu.

Ezek utan a kovetkezd determinisztikus dontési fat tekintjiik: megkérdezziik az elsé
k valtozo értékét, legyenek a kapott valaszok aq, ..., ax. Ezek rogzitésével egy

g(l‘k—i-la"wxn) :f(ala"'aak7xk+17"'7xn)

Boole-fiiggvényt kapunk. Nyilvanvalo, hogy Dy(g) < Do(f) és D1(g) < D1(f). Azt al-
litjuk, hogy az utébbi egyenlGtlenség élesithet:

Di(g) < Di(f)—1.

Tekintstik g-nek egy (agy1, .. -, a,) bemenetét, melyre g(agiq, ..., a,)=1. Ezazay, ..., a
bitekkel egyiitt az f Boole-fliggvény egy olyan bemenetét adja, melyre f(aq,...,a,) =
=1. A Dy(f) mennyiség definicioja szerint kivalaszthato f-nek m < D;(f) véltozoja,
mondjuk z;,, ..., x;, gy, hogy azokat az a;, értékeken rogzitve, f értéke a tébbi val-
tozotol fliggetleniil 1. Ezen m valtozo kozott els kell, hogy forduljon az els6 k valtozo
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valamelyike; ellenkezd esetben f(0,...,0,ax11,...,a,) értéke 0 kellene, hogy legyen
(az els6 k valtozo rogzitése miatt), de egyben 11is (az x;,, . .., x;,, r0gzitése miatt), ami
ellentmondéas. Tehat a g fliggvénynek az ag.1, ..., a, helyen mar csak m —1 valtozojat

kell rogziteni ahhoz, hogy az azonosan 1 fiiggvényt kapjuk. Ebbél az allitas kovetkezik.
Az indukcios feltevés szerint

D(g) < Do(g)D1(g) < Do(f)(D1(f)—1),
és igy

D(f) <k+D(g) < Do(f)+D(g) < Do(f) D1 (). N

A R2.2 példaban egy diszjunktiv 2-normalforméaval tudtuk megadni a fliggvényt,
és Di(f) =2 allt fenn. Ez az egybeesés nem véletlen:

8.2.2. Allitas. Ha f kifejezhetd diszjunktiv k-normdlformdval, akkor Di(f) <k. Ha f
kifejezhetd konjunktiv k-normdlformadval, akkor Do(f) < k.

Bizonyitas: Elég az els6 allitast igazolni. Legyen a = (ay,...,a,) egy olyan beme-
net, amelyre a fliggvény értéke 1. Ekkor van olyan elemi konjunkcié a diszjunktiv
normélforma-alakban, melynek értéke 1. Ha azokat a véltozokat rogzitjiik, melyek eb-
ben a konjunkcidéban fellépnek, a tobbi valtozo értékétdl fiiggetleniil a fiiggvény értéke
1 lesz. O

Ennek a megforditasa is igaz:

8.2.3. Allitas. Egy f nem konstans Boole-figguény akkor és csak akkor fejezhetd ki
diszjunktiv [illetve konjunktiv] k-normdlformdval, ha D1(f) < k [illetve Do(f) < k].

Bizonyitas: A B2.2 allitas alapjan elegendd azt belatni, hogy ha D;(f) =k, akkor f
kifejezhetd diszjunktiv k-normélforméaval. Egy a € {0,1}" értékadasra, melyre f(a)=1,
jelolje S, azon i indexek egy legfeljebb D;(f) méretd halmazat, melyekre az x; = a;
értékadas mar kikényszeriti, hogy f(x) értéke 1 legyen. Jeldlje b € {0,1} esetén ¥ az
x;-t, ha b=1 és az x; tagadéasat, ha b = 0. Ekkor

fey= "\ N\ =" O

a:f(a)=11€8,
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8.3. Alsé6 korlatok dontési fAk mélységére

Emlitettiik, hogy a dontési faknak, mint szamitasi modelleknek az az érdemiik, hogy
nemtrivialis als6 korlatok adhatok a mélységiikre. Elgszor azonban egy majdnem tri-
vialis alsé korlatot emlitiink, melyet informdcicelméleti becslésnek is szokéis nevezni.

8.3.1. Lemma. Ha f értékkészlete t elemi, akkor minden f-et kiszdmolo k-adfoki
dontési fa mélysége legaldbb log t.

Bizonyitas: Egy k-adfoku regularis h mélységii gyokeres fanak legfeljebb k" végpontja
van. Mivel f értékkészletének minden eleme kell, hogy szerepeljen, mint egy cstcs
cimkéje, kovetkezik, hogy ¢ > k" n

Alkalmazasként tekintsiink egy tetszGleges sorbarendezési algoritmust. Ennek be-
menete egész szamok egy aq,...,a, sorozata, kimenete az 1,2,...,n szdmok egy
i1,12,...,%, permutacioja, melyre igaz, hogy a;, < a;, <...<a;, . A tesztfiiggvények
pedig két elemet hasonlitanak 6ssze:

1, haa;<aj, és
(ay, ..., a,) =
Gij(ar, .., an) { 0, haa; > a,.

Mivel n! lehetséges kimenet van, ezért barmely olyan binaris dontési fa mélysége, mely
kiszamitja a teljes sorrendet, legalabb log(n!) ~nlogn. Az els§ alfejezet c¢) példajaban
emlitett sorbarendezési algoritmus legfeljebb [logn]+[log(n—1)+...+[log 1] ~nlogn
Osszehasonlitast végez. (Megadhatok olyan sorbarendezési algoritmusok is, pl. az dn.
Heapsort, melyek a tébbi munkat — adatok mozgatasa stb. — figyelembe véve is csak
O(nlogn lépést végeznek.)

Ez a korlat sokszor igen gyonge; pl. ha egyetlen bitet kell kiszamitani, akkor sem-
mitmondoé. Egy masik egyszert triikk alsé korlat bizonyitasara a kdvetkezd észrevétel.

8.3.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy van olyan a € A bemenet, hogy akdrhogyan is vdlasz-
tunk ki K tesztfigguényt, mondjuk ¢1, ..., ¢x-t, van olyan o’ € A, melyre f(a’) # f(a),
de ¢;(a') = ¢;(a) minden 1 < i < K esetén. Ekkor barmely f-et kiszamito dontési fa
mélysége nagyobb, mint K. O

Alkalmazasként nézziik meg, hogy hany Osszehasonlitéssal lehet n elembdl a legna-

gyobbat kivalasztani. Tudjuk (kieséses bajnoksag!), hogy erre n—1 Gsszehasonlitas elég.
A RB31l lemma csak logn-et ad alsé korlatnak; de a [83.2] lemmat alkalmazhatjuk a

kovetkezGképpen. Legyen a = (aq,...,a,) tetszdleges permutéacidja az 1,2,...,n sza-
moknak, és tekintsiink K <n—1 6sszehasonlitas-tesztet. Azok az {i, j} parok, melyekre
a; és a; Osszehasonlitasra keriilt, egy G grafot alkotnak az {1,...,n} alaphalmazon.

Mivel kevesebb, mint n—1 éle van, ez a graf nem 0Osszefiiggs. Legyen G az az Ossze-
fligg6 komponense, mely a maximalis elemet (a; = n-et) tartalmazza, és jeldlje p a Gy

csucsainak szamat. Legyen o' = (af, ..., a),) az a permutécio, melyben a Gy cstcsainak
megfelel6 poziciokban az 1,...,p szamok, a tobbi helyen a p+1,...,n szamok &allnak,

kiilon-kiilon azonban ugyanolyan sorrendben, mint az a permutéiciéban. Ekkor a-ban
és a’-ben mashol van a maximaélis elem, de az adott K teszt ugyanazt adja mindkét
permutaciora.

8.3.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy 2n+1 elem kozil a nagysdg szerint koézépsd ki-
vdlasztdsdahoz legaldbb 2n dsszehasonlitds kell, és (*) O(n) dsszehasonlitds elegendd.
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A kovetkezSkben specialisabb dontési fak mélységére mutatunk néhany becslést,
melyek azonban érdekesebb modszerekkel torténnek. Az elsének Best, Schrijver és van
Emde-Boas, valamint Rivest és Vuillemin egy eredményét emlitjiik, mely egyszert don-
tési fak mélységére ad szokatlan jellegii alsd becslést.

8.3.3. Tétel. Legyen f:{0,1}" — {0,1} tetszdleges Boole-fiiggvény. Jelolje N azon he-
lyettesitések szdmdt, melyekre a fiigguény értéke 1, és leqyen 2t a legnagyobb 2-hatvdny,
mely osztoja N-nek. Ekkor barmely f-et kiszamito eqyszerd dontési fa mélysége legaldbb
n—rt.

Bizonyitas: Tekintsiink egy tetszéleges h mélységii egyszert dontési fat, mely kisza-
mitja az f fliggvényt és ennek egy levelét. Itt m < h valtozd van rogzitve, ezért 2"~
olyan bemenet van, mely ehhez a levélhez vezet. Ezekhez ugyanaz a fiiggvényérték tar-
tozik, igy az ehhez a levélhez vezeté bemenetek koziil vagy 0, vagy 2"~ ™ adja az 1
fiiggvényeértéket. Ezek szama tehat oszthaté 27 "-val. Mivel ez minden levélre igaz, az
1 értéket ad6 bemenetek szama oszthato 2" "-val, és ezért t > n—h. O

A fenti bizonyitas megfelels kiterjesztésével igazolhato a 833 tétel kovetkezd alta-
lanositasa; ennek részleteit feladatként az olvasora hagyjuk.

8.3.4. Tétel. Adott f n-vdltozdés Boole-fiigguényhez készitsiik el a kévetkezd polinomot :
Ue(t)=>" f(xr, ...,z )t 715 ahol az dsszegezés minden (x4, . .., x,) €{0,1}" érték-
sorozatra kiterjed. Ekkor, ha f kiszamithato h mélységi eqyszerd dontési faval, akkor a
W, (t) polinom oszthatd (t+1)"""-val. O

Egy n valtozos f Boole-fiiggvényt zdrkozottnak neveziink, ha nem szamithaté ki
n-nél kisebb mélységii egyszert dontési faval. A B.3.3 tételbdl kovetkezik, hogy ha egy
Boole-fligguényhez pdratlan szami olyan helyettesités van, melyre az értéke 1, akkor a
fligguény zdarkozott. Ennek a ténynek egy alkalmazasat a B.3.3l feladatban lathatjuk.
A B34l tétel ennél tobbet is mond, ha t = —1, h = n— 1 helyettesitéssel alkalmazzuk:
ha eqy Boole-fiigguény nem zdrkozott, akkor azon bemeneteknek, melyekre a figgvény
értéke 1, pontosan a fele tartalmaz pdratlan szdma 1-est.

Zarkozott fiiggvények egy masik fontos osztalyat szimmetria-feltételek adjik. Egy
n-valtozos Boole-fliggvényt szimmetrikusnak neveziink, ha valtozoéinak barmely permu-
tacidja a fiiggvény értékét valtozatlanul hagyja. Szimmetrikus pl. az x1 S xe @ ... D x,,
1V V.. .Vx, vagy az r1 Axa ... Az, fliggvény. Egy Boole-fiiggvény akkor és csak
akkor szimmetrikus, ha értéke csak attol fliigg, hogy hany valtozoja 0, ill. 1.

8.3.5. Allitas. Minden nemkonstans szimmetrikus f Boole-figgvény zdrkézott.

Bizonyitas: Mivel f nem konstans, van olyan 1 < j <n, hogy ha j —1 valtozo6 értéke
1, akkor a fiiggvény értéke 0, de ha j valtozo értéke 1, akkor a fiiggvény értéke 1 (vagy
megforditva).

Ezek alapjan Adélnak az alabbi stratégiat ajanlhatjuk: az els§ j—1 (kiilonbozs x;
valtozo értékét kérdezs) kérdésre valaszoljon 1-essel, a tobbire 0-val. Igy n — 1 kérdés
utan Béla nem tudhatja, hogy 7 —1 vagy j az egyesek szama, vagyis nem tudhatja a
fiiggvény értékét. [

A szimmetrikus Boole-fliggvények igen specialisak; jelentGsen altalanosabb a ko-
vetkezG osztaly. Egy n-valtozos Boole-fliggvényt gyengén szimmetrikusnak neveziink,
ha barmely két x; és x; valtozojdhoz van a valtozéknak olyan permutécioja, mely x;-t
xj-be viszi, de nem valtoztatja meg a fiiggvény értékét. Gyengén szimmetrikus, de nem
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szimmetrikus példaul az
(x1 Ax2) V(2o AX3) V.. V(T Ap) V(T A2y)

fiiggvény.
Az alabbi kérdés (az un. altalanositott Aanderaa—Rosenberg—Karp-sejtés) nyitott:

8.3.1. Sejtés. Ha egy nemkonstans monoton Boole-fligguény gyengén szimmetrikus,
akkor zdrkozott.

A B34l tétel alkalmazasaként megmutatjuk, hogy a sejtés igaz egy fontos specialis
esetben.

8.3.6. Tétel. Ha egy nemkonstans monoton Boole-fiigguény gyengén szimmetrikus, €s
valtozoinak szdma eqy p primszdm, akkor zdrkozott.

Bizonyitas: Elegendd ehhez azt megmutatni, hogy aB.3.4] tételben definialt ¢ poli-
nomra ¥ ;(p—1) nem oszthat6 p-vel. Felhasznaljuk ehhez elGszor is azt a csoportelméleti
eredményt, hogy S, egy tranzitiv részcsoportjaban van p-edrendi elem, ezért a valtozok
alkalmas indexelése esetén az 1 — x9 — ... — x, — x; ciklikus csere nem véltoztatja
meg a fliggvény értékét. Ezért Wy(p—1) definiciojaban, ha egy tagban zy,...,z, nem
mind azonos, akkor bel6le ciklikus cserével p tovabbi tag allithato el, melyek mind
azonosak. Igy az ilyen tagok adaléka oszthato p-vel. Mivel a fiiggvény nemkonstans
és monoton, kévetkezik, hogy f(0,...,0) =0 és f(1,...,1) =1, amibdl lathato, hogy
U (p—1)-et a p-vel osztva a maradék (—1)P # 0. O

Gyengén szimmetrikus Boole-fiiggvényekre fontos példa barmely grdaftulajdonsdyg.
Tekintsiik egyszert (vagyis tobbszoros- és hurokélek nélkiili) grafoknak egy tetszéleges
tulajdonsagat, pl. a sikbarajzolhatdsagot; errdl csak annyit tesziink fel, hogy ha egy
grafnak megvan ez a tulajdonsaga, akkor minden vele izomorf grafnak is megvan. Egy
n pontu grafot gy adhatunk meg, hogy rogzitjiik a csucsait (legyenek ezek 1,...,n),
és minden {i,j} C {1,...,n} parhoz bevezetiink egy z;; Boole-valtozot, melynek az
értéke 1, ha ¢ és j Ossze vannak kotve, és 0, ha nem. Ilymoédon n ponti grafok sik-
barajzolhatosaga tgy tekinthetd, mint egy (g) valtozos Boole-fiiggvény. Marmost ez
a Boole-fiiggvény gyengén szimmetrikus: barmely két parhoz, mondjuk {7, j}-hez és
{u,v}-hez van a csicsoknak olyan permutacioja, mely i-t u-ba és j-t v-be viszi. Ez
a permutéicié a pontparok halmazan is indukal egy permutéciot, mely az els6 adott
pontpart a méasodikba viszi, és a sikbarajzolhatdsagot nem véltoztatja meg.

A graftulajdonsagot trividlisnak nevezziik, ha vagy minden grafnak megvan, vagy
egyiknek sincs meg. A graftulajdonsag monoton, ha valahanyszor egy grafnak megvan,
akkor minden olyan egyszert grafnak is megvan, mely élek behtizasaval all els. A leg-
tobb graftulajdonsag, melyet vizsgalunk (6sszefiiggéség, Hamilton-kor létezése, teljes
parositas létezése, szinezhetdség stb.) monoton, vagy a tagaddsa monoton.

Az Aanderaa—Rosenberg-Karp-sejtés eredeti formajaban graftulajdonsagokra vo-
natkozott:

8.3.2. Sejtés. Minden nemtrividlis monoton grdftulajdonsag zdrkozott, vagyis minden

olyan eqyszerd dontési fa, mely eqy ilyen griftulajdonsdgot dont el, (’;) mélységi.

Ez a sejtés szamos graftulajdonsagra be van bizonyitva (lasd az alabbi feladatokat) ;
altalanos tulajdonsagra annyi ismert, hogy a doéntési fa Q(n?) mélységii (Rivest és
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Vuillemin), és hogy a sejtés igaz, ha a pontok szama primhatvany (Kahn, Saks és
Sturtevant). Be van bizonyitva az analog sejtés paros grafokra (Yao).

8.3.2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy grdf dsszefiiggd volta zdrkozott tulajdonsdg.

8.3.3. Feladat. a) Bizonyitsuk be, hogy ha n pdros szam, akkor n rogzitett ponton
azon grafok szdma, melyekben nincs izoldalt pont, pdaratlan.

b) Ha n pdros, akkor az a griftulajdonsdg, hogy egy n ponti grafban nincsen izoldlt
pont, zarkozott.

¢*) Ez az dllitds pdratlan n-re is igaz.

8.3.4. Feladat. Turnamentnek neveziink eqy teljes grdafot, melynek minden éle vranyit-
va van. Minden turnamentet leirhatunk (Z) bittel, melyek megmondjak, hogy a teljes
grdf egyes €lei hogyan vannak irdnyitva. lgy minden turnament-tulajdonsdg egy (;L)
vdltozos Boole-fligguénynek tekinthetd.

Bizonyitsuk be, hogy az a turnament-tulajdonsdg, hogy van 0 befoku csics, nem
zarkozott.

A bonyolultabb dontési fak koziil fontosak az algebrai dontési fak. Ezek esetében a
bemenet n darab valos szém, x1,...,x,, é minden teszt-fiiggvényt egy polinom ir le;
az elagazasi pontokban haromfelé mehetiink aszerint, hogy a polinom értéke negativ,
0, vagy pozitiv (néha ezek kozil csak kett6t kiilonboztetiink meg, és igy csak kétfelé
agazik a fa). Példa ilyen dontési fa hasznalatara a sorbarendezés, ahol a bemenet n
valos szamnak tekinthetd, és a tesztfiiggvényeket az x; —x; polinomok adjak.

Kevésbé trivialis példa n sikbeli pont konvex burkanak a meghatarozésa. Emlékez-
ziink ra, hogy itt a bemenet 2n valos szam (a pontok koordinatai), és a tesztfiiggvénye-
ket vagy két koordinata Osszehasonlitasa, vagy egy haromszog koriiljarasanak megha-
tarozéasa jelenti. Az (z1,41), (x2,y2) és (x3,ys) pontok akkor és csakis akkor alkotnak
pozitiv koriiljarasa hdromszoget, ha

1 oy 1
To Yo 1|>0.
r3 y3 1

Igy ez egy masodfoku polinom elGjelének meghatarozasanak is tekinthets. A BRIl alfeje-
zetben leirt algoritmus tehét olyan algebrai dontési fat ad, melyben a tesztfiiggvényeket
legfeljebb masodfoki polinomok adjédk meg, és melynek mélysége O(nlogn).

Algebrai dontési fak mélységére altalanos alsoé korlatot ad Ben-Or kovetkezd tétele.
A tétel kimondaséhoz elérebocsatunk egy elemi topolégiai fogalmat. Legyen U C R™.
Az U halmaznak két pontjat ekvivalensnek nevezziik, ha Osszekotheték U-ban halado
folytonos gorbével. Ennek az ekvivalencia-relacionak az ekvivalencia-osztalyait az U
halmaz (ivszertien) dsszefiiggd komponenseinek nevezzik.

8.3.7. Tétel (Ben-Or). Ha az U C R™ halmaznak legaldbb N dsszefiiggd komponen-
se van, akkor minden olyan algebrai dontési fanak, mely eldonti, hogy x € U igaz-e,
és melynek minden teszt-fiigguénye legfeljebb d-ed foki polinom, a mélysége legaldabb
(log N)/(log(6d)) —n. Ha d =1, akkor minden ilyen fa mélysége legaldbb logs N.
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Bizonyitas: A bizonyitéast elGszor az d=1 esetre adjuk meg. Tekintsiink egy h mélységi
algebrai dontési fat. Ennek legfeljebb 3" végpontja van. Tekintsiink egy olyan végpon-
tot, mely az x € U konkluziora jut. Az ide vezets tton elvégzett tesztek eredményei
legyenek mondjuk

pi(x) =0, ..., pi(z)=0, pjt1(x) >0, ...py(x)>0.

Ennek az egyenlet- és egyenlGtlenség-rendszernek a megoldéshalmaza legyen K. Ekkor
barmely z € K bemenet ugyanehhez a végponthoz vezet, és igy K C U. Mivel most
minden egyes p; tesztfiiggvény linearis, ezért K konvex, és igy Osszefiiggs. Emiatt K az
U halmaznak egyetlen 6sszefliggd komponensébe esik. Tehat U kiilonb6z6 komponen-
seihez tartozo bemenetek a dontési fa kiilonbozs végpontjaihoz vezetnek. Ezért N < 3",
ami az d = 1 esetre vonatkozo allitast bizonyitja.

Az altalanos esetben a bizonyitas ott moédosul, hogy K nem sziikségképpen konvex,
és igy nem is sziikségképpen Osszefiiggs. Ehelyett felhasznalhatunk egy fontos ered-
ményt az algebrai geometriabol (Milnor és Thom tételét), melybdl kovetkezik, hogy K
osszefiiggd komponenseinek szama legfeljebb (2d)"*". Ebbdl az els6 részhez hasonloéan

adodik, hogy

N < 3h(2d)n+h S (6d)n+h,

amibdl a tétel allitasa kovetkezik. Il
Alkalmazasként tekintsiik az aldbbi feladatot: adott n valés szém, x4, ..., z,; dont-

siik el, hogy mind kiilénboz6ek-e. Elemi lépésnek tekintjiik ismét két adott szam, x;
és x; Osszehasonlitasat. Ennek harom kimenetele lehet: z; < x;, x; = o, 2; > ;. Mi a
legkisebb mélységti dontési fa, mely ezt a problémat megoldja?

Igen egyszertien meg tudunk adni nlogn mélységi fat. Alkalmazzunk ugyanis az
adott elemekre tetszGleges sorbarendezési algoritmust. Ha ekézben barmikor két 6ssze-
hasonlitand6 elemre azt a vélaszt kapjuk, hogy egyenldk, akkor megéllhatunk, mert
tudjuk a valaszt. Ha nem, akkor nlogn lépés utan teljesen rendezni tudjuk az eleme-
ket, és igy mind kiilénbozsek.

Lassuk be, hogy Q(nlogn) dsszehasonlités kell is. Tekintsiik a kévetkezs halmazt :

U={(z1,...,2y): 21,...,2, mind kiillonboznek}.

Ennek a halmaznak pontosan n! 6sszefiiggd komponense van (egy komponensbe tar-
tozik két n-es, ha ugyantgy vannak rendezve). Igy aB3.7. tétel szerint minden olyan
algebrai dontési fa, mely eldonti, hogy x € U, és melyben a tesztfiiggvények linearisak,
legalabb log,(n!) = Q(nlogn) mélységi.

Lathato, hogy nem tudnénk ehhez képest lényegeset nyerni akkor sem, ha kvad-
ratikus, vagy barmely méas korlatos fokd polinomot megengednénk teszt-polinomként.
Mivel barmely sorbarendezé algebrai dontési fa konnyen atalakithatoé n szam kiilonbo-
z0ségének eldontésére, kovetkezik, hogy n elem sorbarendezéséhez korlatos foku teszt-
polinomokat hasznalva Q(nlogn) mélységi algebrai dontési fa kell.

Lattuk, hogy n altalanos helyzetid sikbeli pont konvex burkat meg lehet hataroz-
ni olyan nlogn mélységi algebrai dontési faval, melyben a teszt-polinomok legfeljebb
masodfokiiak. Mivel a sorbarakas probléméja visszavezethet§ a konvex burok megha-
tarozasara, kovetkezik, hogy ez lényegében a legjobb.
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8.3.5. Feladat. a) Ha n? foki polinomot is megengediink tesztfiigguénynek, akkor 1
mélységi dontési fa is adhato annak eldontésére, hogy n szdm kilonbozd-e.

b) Ha n-edfoki polinomot engediink meg tesztfigguény gyandnt, akkor n mélységi
dontési fa adhato annak eldontésére, hogy n szam kilonbozd-e.

8.3.6. Feladat. Adott 2n kiilonbozd valds szdm: xq, ..., Tn, Y1, .- -, Yn- Bl akarjuk don-
teni, hogy tgaz-e: nagysdg szerint rendezve, barmely két y; kozott van egy x;. Bizonyi-
tandd, hogy ehhez Q(nlogn) dsszehasonlitds kell.



9. fejezet

Algebrai szamitasok

Algebrai szamitasok elvégzése egy alapvets algoritmikus feladat, melynek bonyolultsag-
elmélete anal6g a Turing-gépeken végzett szamitasok bonyolultsagelméletéhez, viszont
bizonyos szempontboél sokkal nehezebb. Bizonyos algebrai szamitésokkal (hatvanyozas,
euklideszi algoritmus, modulo m szamolasok, Gauss-eliminécio) mar talalkoztunk a Bl
alfejezetben.

9.1. Algebrai szamitasi modellek

A szamitasok algebrai modelljében a bemenet egy (z1,...,x,) valtozosorozat, ahol a
valtozok pl. valos értékeket vehetnek fel. A szamitas soran algebrai miiveleteket végez-
hetiink (6sszeadast, kivonast, szorzast és osztést). A kimenet egy vagy tobb algebrai
kifejezés a bemeneti valtozokon. A szamok tetszéleges testbdl szarmazhatnak, de mi
ebben a fejezetben altalaban a valos szamok testét hasznaljuk. Az [L3l alfejezettel el-
lentétben most nem foglalkozunk a szamok hosszéval, s6t még azzal sem, hogy véges
modon leirhatoak-e (kivételt képez ez alol a 0.2 szakasz és a Q.25 szakasz vége,
melyek a nagyon nagy egész szamok szorzaséaval foglalkoznak).

Kicsit pontosabban egy algebrai szamitds olyan utasitasok sorozata, ahol a k-adik
utasitas a kovetkez6 harom valamelyike:

(Al) Ry =x; (1<j<n) (egy bemeneti valtoz6 beolvasésa),
(A2) Ry =c (ceR) (egy konstans megadasa),
(A3) Ry =R;*R; (1<1i,j5<k) (aritmetikai mtvelet),

(itt * az Osszeadéast, kivonast, szorzast vagy osztast jeloli). Az R; értékeket a szamités
részeredményeinek hivjuk. A részeredmények egy bizonyos (R;,,..., R; ) részsoroza-
tat tekintjiik a szamitas eredményének. Gyakran ez csak egy értékbdl éll, ebben az
esetben ez az utolso részeredmény (hiszen a tovabbi utasitasok feleslegesek lennének).
A szamitas hossza az (A2) és (A3) tipust utasitasok szama. Biztositanunk kell, hogy
egyik olyan kifejezés sem azonosan 0, amivel osztunk, és azt, hogy az algebrai szamitas
eredménye helyes, amennyiben nem osztunk nullaval.

2

Példaul az 2% —y? kifejezés a kovetkezd harom miivelettel értékelhetd ki:

Rlzl’; RQZy; R3:R1'R1; R4:R2'R2; R5:R3—R4. (91)



9. FEJEZET: ALGEBRAI SZAMITASOK 149

ONENO
©

9.1. dbra. A (@) és a (O.2) szamitasokat reprezentald algebrai halozatok.

Egy alternativ kiértékelés az ismert algebrai azonossagot hasznélva a kovetkezé:
Rlzl’; R2:y; R3:R1+R2; R4:R1—R2; R5:R3'R4. (92)

Néha a konstanssal valé szorzast meg akarjuk kiillonboztetni két kifejezés 6sszeszor-
zasatol; més szoval bevezetjiik a kovetkezd utasitast is:

(A4) Ry =cR; (ceR, 1 <i<k) (konstanssal valo szorzas),

habér ez az utasitas megkaphato egy (A2) tipusu és egy (A3) tipusi utasitds egymaés
utan vald elvégzésébdl, de altalaban konnyebb (gyorsabban elvégezhets) miiveletnek
tekintjiik, ezért a megkiilonboztetés.

Gyakran arra a tényre is tekintettel akarunk lenni, hogy nem minden miivelet azo-
nos koltségli: a beolvaso lépéseket nem szamoljuk, tovabba a konstanssal szorzas, az
Osszeadas és a kivonas (azaz a linedris miveletek) altalaban olcsobbak, mint a szorzas
és az osztas (azaz a nemlinedris miveletek). Példaul, (O.1)) és (O.2) ugyanannyi utasitas-
bol all, de az utébbiban kevesebb a szorzas. Latni fogjuk, hogy a nemlineéris mtiveletek
szdma gyakran jobban hasznélhat6 az algoritmus bonyolultsaganak mérésére mind az
algoritmus tervezésekor, mind a lépések szamara tett als6 korlat megadasakor.

Egy algebrai szamitas egy halozattal is leirhato. Egy algebrai hdlozat egy aciklikus
iranyitott graf. A forrasokat (azaz a 0 befoku cstucsokat), bemeneti csicsoknak hivjuk.
Minden bemeneti csticshoz egy valtozot vagy egy konstanst rendeliink. A nyeldket (azaz
a 0 kifoku cstcsokat), kimeneti csicsoknak hivjuk. (A tovabbiakban leggyakrabban
egyetlen kimeneti cstuicesal rendelkezs halozatokkal foglalkozunk.) A graf minden v
nemforras csicsanak 2 a befoka és valamelyik +, —, -,/ mitveleti szimb6lummal van
cimkézve, és ezt a miveletet végzi el a két bejovs értéken (melyek sorrendje meg van
hatérozva, azaz tudjuk példaul, hogy melyik az osztandé és melyik az oszt6). Lasd
a @1l abrat.

Minden algebrai szamitas megfeleltethetd egy RAM-gépen (vagy egy univerzalis
Turing-gépen) futé algoritmusnak, amennyiben a bemenet racionélis szamokbol all.
Viszont ezen szamitasok koltségesebbek, hiszen ekkor a bit-mitiveleteket kell Gsszesza-
molnunk, és a bemenet hossza, illetve egy-egy részeredmény hossza nagy lehet. Ha biz-
tositani akarjuk, hogy egy ilyen szamitas polinomialis idében fusson, gondoskodnunk
kell arrol, hogy a kapcsolodo algebrai szamitas polinomiélis hossz (a bemeneti valto-
z0k szaménak fiiggvényében), és arrdl is, hogy minden részeredmény hossza a bemenet
hosszanak polinomjaval korlatozhato legyen.
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9.2. Szorzas

Els6ként szamok, polinomok és matrixok szorzésaval (illetve ehhez kapcsoléddan mat-
rixok invertalasaval) fogunk foglalkozni. A szamok szorzasa trivialis mint algebrai sza-
mitas (hiszen ebben a modellben egy lépésben elvégezhetd), igy annak a hagyoméanyos
bonyolultsagat szamoljuk ki; béar ez kicsit eltér a fejezet tovabbi részétsl, mégis az itt
hasznalhato triikkkok és modszerek analogak lesznek a matrixok és polinomok szorzé-
sakor hasznalt algebrai szamitasoknal hasznéltakhoz.

9.2.1. Nagy szamokon végzett aritmetikai miiveletek

Tegyiik fel, hogy valamilyen aritmetikai miiveletet akarunk elvégezni két nagyon nagy
egész szamon, melyek tobb ezer (esetleg sok millid) szamjegybdl éllnak, és ezt sok-
kal hatékonyabban szeretnénk csindlni, mint azt az altalanos iskolaban megtanultuk.
(Negyven éve ez egy elméleti probléma volt, manapsag méar sokkal fontosabb kérdeés,
mivel a kriptografia ilyen nagy szdmokkal dolgozik.) Az algoritmus analizisében csak a
bemeneti bitek kozti miiveleteket szamoljuk, és elfeledkeziink a szamitéas szervezéséhez
sziikséges egyéb lépésekrsl. Ezaltal nem valtoztatunk az elvégzett munka hosszanak
bemutatasra keriil6 nagysagrendjén, viszont az analizist gép-fiiggetlenné tessziik.
Tegyiik fel, hogy a két szam binaris alakban all rendelkezésiinkre:

— 2 -1
U=TUp_q1... Uty = Ug+2u1 +27Us+ ..., +2" “Up_1

S— 2 -1
V=Tp_1...0109 = Vg+ 201 +2%vs+...,4+2" v,_1

(az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy ugyanannyi bitbél allnak). Az eredményt is
ilyen alakban varjuk, példaul szorzas esetén:

2 an—1
W= UV = Wan_1 ... W1 Wy = Wy + 2w +2°wy+-- -+ 2" " wa,_1

Osszeadasra és kivonasra nem kaphatunk lényegesen jobb id6t, mint amit az is-
koldban tanult 4n 1épésbdl all6 modszer ad, méar a két bemenet elolvasasa is 2n id6t
vesz igénybe. Viszont, némiképp meglepé modon, lényegesen mas a helyzet szorzas ese-
tében. A hagyomanyos médszer ekkor koriilbeliil n? bit miiveletet igényel (v minden
bitjét meg kell szoroznunk v minden bitjével; bar ezek mind trivialisak binarisan, mégis
le kell frnunk n? bitet).

Azt hihetnénk, hogy nem is lehet jobban csinélni, de val6jaban megspoérolhatunk
elég sok miiveletet. Egy egyszert otlettel kezdjiik. Tegyiik fel, hogy n=2m paros, ekkor
a bemenetet felirhatjuk

u=2"Uy+ Uy, v=2"V1+W,

alakban, ahol Uy =s,,_1 . . - Um, Uy =1Um_1 . . . Ug, és hasonléan Vi =0s,_1 ... U, illetve
Vo =Um—1...09. Ekkor

uv = 22mU1‘/1 +2m(U0‘/1 ‘l‘Ul%) +Uo‘/b

Megprobalhatnank ennek a formulanak a segitségével a szorzatot rekurzivan kisza-
mitani. Viszont latszik, hogy a kifejezés kiszamitdsahoz, még ha el is feledkeziink az
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osszeadasokrol, négy szorzast kell elvégezni m bites szamokon, és kénnyen lathato, hogy
ezzel a bit-miiveletek szamaban nem lesz semmi nyereségiink. A kulcs megfigyelés az,
hogy egy kis algebraval haromra is levihetjiik a szorzésok szamét. Mivel

UoVi+ UiV = (U —Uo) (Vo — V1) + U Vo + U1 V1,
ezért kifejezhetd a szorzat, mint
(22" 4+ 2™ UV, 42" (U — Up) (Vo — Vi) + (2™ + 1) Up V.

Ezzel a modszerrel két 2m-bites egész szam szorzasat harom, m-bites szamok kozot-
ti szorzasra valamint néhény Osszeadasra és 2-hatvannyal vald szorzasra redukaltuk.
Konnyd utanaszamolni, hogy ezek a tovabbi mitiveletek Osszesen legfeljebb 22m bit-
miveletet igényelnek.

Ha T'(m)-mel jeloljiik két m-bites szam szorzasdhoz sziikséges miiveletek szamat,
akkor tehat

T(2m) < 3T(m)+22m.

Ez az egyenlGtlenség indukcidval fels6 korlatot ad a bit-mitveletek szédmara, legalabbis
abban az esetben, ha a bitek szama 2-hatvéany:

T(2%) <3T(2" 1) 4+22-2" 1 < <3k 4 22(2F 43282 3k
= 3% 422(3% —2%) < 23.3%,

Ahhoz, hogy éltalanos n-re két n-bites szam szorzatat kiszamoljuk, ,tomjiik ki’ az
elejiiket 0-kal, hogy bitjeik szamat felnoveljiik a kovetkezs 2-hatvanyig. k = [logn]-re
az algoritmusunk két n-bites szam szorzatat

T(n) <T(2") < 23-3" < 23311187 = 69.7°5% < 690"

bit-miivelettel szamitja ki.

Még ez, a szamok szorzésat az altalanos iskoldban tanultnal gyorsabban elvége-
z6 algoritmus is lényegesen javithato. Latni fogjuk, hogy bonyolultabb moédszerekkel
(diszkrét Fourier-transzformaltak felhasznalasaval) sokkal kevesebb bit-miivelet is elég.

9.2.2. Matrixok szorzasa

Tegyiik fel, hogy a kovetkezs (az egyszertiség kedvéért négyzetes) matrixokat szeretnénk
0SSZeSZOoToZNi :

air ... Qin b11 Ce bln
A= : : és B=

Apl - Cpn bpi ... bun

Ekkor a szorzat matrix:

c=1 : |, ahol ey = anby -+ ambn;. (9-3)
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Ha a kijelolt miveleteket a felirt modon végezziik el, az n?

szorzast és n?(n—1) ~

~n? dsszeadast kovetel meg. Rendszerint a szorzasra dragabb miiveletként gondolunk,

mint az Osszeadésra, igy hasznos lenne a szorzasok szamanak csokkentése, akar az

Osszeadasok szaménak novelésével parhuzamosan is. (Meglepé modon viszont végiil az
deriil majd ki, hogy az 6sszeadéasok szama is csokken.)

Strassen észrevette, hogy 2 x 2 matrixok szorzasakor a szorzasok szamat 7-re lehet

csokkenteni a (O.3)) altal adott 8-rol az dsszeadasok (és kivonasok) szaménak 4-r6l 18-ra

valo novelése mellett. Képezziik ugyanis a kovetkezs 7 szorzatot:

uo = (@11 +ag)(br1 +ba2),

uy = (a1 +az2)bi1,

Ug = a11(b12 - 522),

Uz = a22(b21 —b11),

Uy = (a11+ai2)boz,

us = (@21 — a11)(b11 +b12),

ug = (a1g — ag2)(bay + ba2). (9.4)

Ekkor ellenérizhetd, hogy

C11 = Up + U3 — Ug + Ug,
Co1 = U1 +us,
C12 = Uz + Uy,

Cag = U + Uy — U +Us. (9.5)

Bar a 14 extra Osszeadas elvégzése egy szorzéas megsporolasaért nem tiinik tul hasz-
nosnak, latni fogjuk, hogy ez a pici haszon mégis jol kamatoztathaté a moédszer nagyobb
matrixokra valo kiterjesztésekor. Az egész szamok szorzésahoz hasonléan megmutat-
juk, hogyan redukalhato 2n x 2n-es matrixok szorzasa n X n-es matrixok szorzéaséra.
Legyenek A, B és C'= AB egyarant (2n) x (2n)-es méatrixok, és vagjuk fel Sket négy
n X n-es matrixra:

A— <A11 A12> . B= (Bn B12) . C= (011 C'12) .
Ag1 A By Bas Car Co

Ekkor Cj; = Ai1 B1j+ AiaBsj, és a (@.4) valamint a (O.0]) formuldk segitségével a négy
részmatrix kiszamithato n x n-es méatrixokon végzett 7 szorzéssal és 18 Osszeadassal.
(Szerencsére, a (0.4) és a (OQ.5) formuldk ellendrzése, amit az olvaséra bizunk, nem
hasznalja a szorzas kommutativitasat, igy matrixokra is érvényes marad.) Feltéve, hogy
2F x 2F_0s matrixbol indulunk ki, ez a szétvigas rekurzivan elvégezhets, mig 1 x 1-es
matrixokat nem kapunk, melyek mér egy szorzassal Gsszeszorozhatdéak. Amennyiben
n nem 2-hatvany, kezdetben csupa 0 sorok és oszlopok hozzavételével felnévelhets a
szorok és oszlopok szama a legkozelebbi 2-hatvanyra.

Nyeriink valamit ezzel a sokkal bonyolultabb algoritmussal? Legyen M (n) a szor-

zésok, valamint S(n) az 6sszeadasok szama, amikor az algoritmust n X n-es matrixokon
futtatjuk. Ekkor

M(2n)=TM(n) és S(2n)=18n*+7S(n).
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Vilagos, hogy M (1) =1, S(1) =0, és k szerinti indukcioval lathato, hogy
M2F)y=7F & S(2%) =6(7" —4%).

Legyen k = [logn], ekkor
M(n) = M(2F) = 7% < 7iHlosn — 7plo8T - 7281,

valamint
S(n) < 42n'87 < 4208,

Latjuk, hogy mig n = 2-re Strassen modszere csak kicsi hasznot hozott a szorzasok
szamanak csokkentésében (és sokat vesztett az Osszeadasok szamat tekintve), a fenti
iteracioval mind a szorzasok szama, mind az Osszeadasok szdma csokkenthetd, legalabb-
is nagy maétrixokra.

Nem egyszert megmagyarazni honnan jon (9.4)) és (@.5]) ; bizonyos értelemben méig
sincs rendesen megértve, mivel nyitott, hogy mennyire csékkenthetd n kitevGje a matrix
szorzas bonyolultsdgaban hasonlé modszerekkel. A jelenleg legjobb algoritmus, mely
Williamstél szarmazik, O(n*377) szorzést és osszeadast hasznal.

9.2.3. Matrixok invertalasa

Legyen B egy (2n) x (2n)-es matrix, amit ismét 4 részre osztunk:
B B
B = 9.6
(Bm Bas (9.6)

B blokk-diagonéalis alakra hozhato, hasonléan egy 2 x 2 matrixhoz:

I 0\ (Bu B2\ (I —Bi'Bi\ _ (Bn 0 ©.7)
—ByB' 1)\ By By) \0 I 0 By—ByB'Bia)

Az egyszertiség kedvéért, legyen C'= Byy— By By Byy. Ekkor B~ '-et kiszamitva kapjuk,
hogy

= —B'Bi\ (B 0 I 0
0 I 0 C')\—ByuB I

B+ B! B1sC By B! —By!B,Ct
= (9.8)
—C'By By c!

Ez egy elég bonyolult formula, de segitségével lathato, hogy hogyan szamithato ki
egy (2n) x (2n)-es matrix inverze 2 invertalassal (a Bj; és C' maétrixokon), 6 matrix
szorzéssal és 2 Osszeadassal (illetve kivonassal), melyek mindegyikét n x n-es matrixokon
végezzilk. Ezt, mint a szamok szorzasanal, ismét rekurzivan hasznalhatnank, viszont
van egy probléma: Honnan tudjuk, hogy Bi; invertalhat6é? Ez nem kovetkezik abbdl,
hogy B invertalhato.
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Ennek a probléménak a feloldasahoz alkalmazzuk a kdvetkezs azonossagot :
ATt =(ATA)TAT. (9.9)

Ez azt mutatja, hogy ha a B= A" A matrixot tudjuk invertalni, akkor plusz egy matrix
szorzas aran A inverze is kiszamithato. (Nem szamoljuk a transzponéalt kiszamitasanak
koltségét, mivel ez csak szamok atpakolasabol all, nem tartalmaz algebrai miiveletet.)
Ha A nemszinguléris, akkor B = AT A szimmetrikus és pozitiv definit. Igy a (0.6)
felbontasban By is szimmetrikus és pozitiv definit, tovabba, (O.7) miatt C' is ilyen.

Ezeknek az észrevételeknek harom fontos kovetkezménye van. ElGszor is, ezekbdl
kovetkezik, hogy By és C nemszingularisak, és igy By és C~! a (@8) formuldban
értelmesek. Masodsorban az is kovetkezik, hogy Bj;' és C~! rekurziv kiszamitésakor
mar végig szimmetrikus pozitiv definit matrixokat invertalunk, és igy nincs sziikségiink
tobbszor a (@) triikkre. Harmadszor gy az is igaz, hogy Bo = B}y, aminek a segitsé-
gével két szorzast megsporolhatunk, mivel By B! = (B! Bi2) T, illetve OBy B! =
= (By' B1oO™) T, tehat nem kell ket kiilon kiszdmitanunk.

Jelolje I (n) egy n X n-es pozitiv definit matrix inverzének kiszamitasahoz sziiksé-
ges szorzasok minimalis szamat, és jelolje L(n) két n X n-es méatrix Osszeszorzasahoz
sziikséges szorzasok szaméat. A (@.8) formula miatt

It(2n) <217 (n)+4L(n).

A 022 szakaszban adott algoritmusbol kapjuk, hogy
I8 <21t (2%) +4-7,

amibdl indukcioval kapjuk, hogy
(28 < 7*.

A [@3) formulat alkalmazva kapjuk, hogy egy nemszingularis 2% x 2¥-0s matrix inverze
3-7F szorzéssal kiszamithato. Mint a[@.2.2] szakaszban, ebbél a kovetkezs korlat kaphato
altalanos n-re: egy nxn-es matrix maximum 21-n'°¢7 szorzas elvégzésével kiszamithato.
Az Osszeadasok szamat is hasonlé modon korlatozhatjuk.

9.2.4. Polinomok szorzasa

Tegyiik fel, hogy az alabbi két n-ed foku egy valtozos polinomot szeretnénk Osszeszo-
rozni:

P(z)=ap+az+---+a,z", é Q(xr)=by+bx+---+bx".
Ekkor a kovetkezd szorzatot kell kiszamitanunk:

R(x) = P(x)Q(z) = co+ 1+ - -+ ™,
ahol az egyiitthatok:

C; :aobz-—l—albi_l—l—- . '—|—6Lib0. (910)
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Ezt a (co, ..., con) sorozatot gyakran az (ag,...,a,) és (bo,...,b,) sorozatok konvoli-
cidianak hivjak. Ezzel a képlettel az egyiitthatok meghatarozdsahoz (n+1)? szorzasra
van sziikség.

Ennél iigyesebb modszer, ha felhasznaljuk, hogy be is helyettesithetiink a poli-
nomokba. Helyettesitsiik be pl. a 0,1,...,2n értékeket. Mas széval szamitsuk ki a
P(0), P(1),...,P(2n) és Q(0),Q(1),...,Q(2n) értékeket, majd ezek R(j) = P(7)Q(j)
szorzatait. Ebb6l R egyiitthatoit az aldbbi egyenletrendszer megoldasai adjak:

COZR(())
cotcr et +eg, = R(1)
cot2c1+2%co+ - - +2%" ¢y, = R(2)

: (9.11)
co+(2n)cr + (2n)’ca+ - - -+ (2n)* e, = R(2n)

Ez els§ ranézésre nem tinik tal jo otletnek, mivel a P(0), P(1),..., P(2n), illet-
ve a Q(0),Q(1),...,Q(2n) értékek kiszamitasdhoz is c¢-n? szorzés (és hasonld szami
Osszeadas) kellett; az R(0), R(1),... R(2n) értékek meghatarozasahoz kell még 2n+ 1
szorzas, rdadasul ezek utan n® nagysigrendii szorzas, osztés és Osszeadas kell (Q.I1))
megoldéasahoz, amennyiben Gauss-eliminéaciot hasznalunk (illetve kicsit kevesebb, ha
a [0.2.2] szakaszban targyalt kifinomultabb moédszereket hasznéljuk, de még ekkor is
lényegesen tébb, mint n?). Viszont mégis lathaté némi nyereség, ha a alfejezetben
leirtak alapjan megkiilonboztetjiik a konstanssal vald szorzast két valtozo Osszeszorza-
satol (ahol most a valtozdink a P és ) polinomok egytitthatoi). Emlékezziink vissza,
hogy a konstanssal valo szorzas az 6sszeadashoz hasonléan linearis mtvelet. Igy mar a
P(0),P(1),...,P(2n) ésaQ(0),Q(1),...,Q(2n) értékek kiszamitasa, valamint a (9.11])
egyenletrendszer megoldésa csak linearis mtveleteket hasznal. Igy a nemlinearis miive-
letek szama Osszesen 2n+ 1.

Hasznos lenne a linearis miiveletek szaméanak csokkentése is. A legidigényesebb
része a fenti modszernek (Q.I1) megoldésa; ehhez n® nagysdgrendi miivelet kell (amik
mind linearisak, de akkor is sokan vannak), amennyiben Gauss-eliminaciot hasznélunk.
Kicsit tébbet kihasznalva az egyenletek speciélis strukturajabol, ez O(n?)-re csokkent-
het6. De még ennél is jobbat tudunk, ha észrevessziik, hogy igazabol a 0,1,...,2n
értékek helyett tetszéleges 2n+1 valos, vagy akar komplex szémot is behelyettesithet-
nénk. A szakaszban latni fogjuk, hogy komplex egységgyokok helyettesitésével
sokkal hatékonyabb modszer kaphato polinomok szorzéaséra.

9.2.5. A diszkrét Fourier-transzformalt

Legyen P(x) =ap+a1x+---+a,z"™ valos polinom, és rogzitsiink egy tetszéleges r > n
szamot. Legyen e =e?™/" az els6 r-edik egységgyok, és vegyiik a kovetkezd helyettesitési
értékeit P-nek:

ar=P(") = ag+ a1 +ase® +- - Fa,e™  (k=0,...,r—1). (9.12)

Az (ag, aq, . . ., ar—1) komplex szamsorozatot az (ag, ay, . . ., a,) sorozat r-ed rendd diszk-
rét Fourier-transzformadltjanak nevezziik. A kezdeti sorozathoz gyakran hozzaftiziink
r—n—1 nullat, hogy egy r hossza (ag, a1, . .., a,_1) sorozatot kapjunk.
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A diszkrét Fourier-transzformaltaknak szamos érdekes tulajdonséga és fontos al-
kalmazasa van, melyek koziil csak azt a kettét targyaljuk, ami polinomok szorzashoz
kapcsolodik.

A kovetkezo fontos alaptulajdonsédgokkal kezdjiik. Az egyik az, hogy a visszatransz-
formalés is hasonld képlettel torténik:

1
ag = ;(do+&1€_k+&25_2k+- e TR (k=0,...,r—1). (9.13)

Ez ellenérizhets a; definiciojanak behelyettesitésével. A maésikhoz tegyiik fel, hogy
r > 2n, és legyenek (bg,...,b._1), illetve (cop,...,c,—1) a Q(z) és R(zx) = P(z)Q(x)
polinomok egyiitthatoi, valamint legyenck (by, ..., b,_y), illetve (éo,...,¢é—1) ezek -
ed rendd diszkrét Fourier-transzformaltjai. Mivel a; egy P-be valo behelyettesités, azt
kapjuk, hogy

¢k = agby. (9.14)

A diszkrét Fourier-transzformalt legfontosabb tulajdonsiga, hogy gyorsan kiszamol-
hato; igy ez a modszer az egyik legfontosabb algoritmikus eszkéz szamitasoknal. Egy
gyorsabb modszer leirasahoz tegyiik fel, hogy r=2s péros. Az (ag, a1, . .., a,_1) sorozat
(r-ed rendi) diszkrét Fourier-transzformaltja két részre bonthato:

~ k -1k
ay = Qg+ a1€ +"'+CL7«_1€(T ) =

= (ag+aze® 4 -+ a9, 2P IR Lk (ay +aze® 4 Fage_1e®7IF). (9.15)

Itt a két zarodjelben allo kifejezés maga is diszkrét Fourier-transzformélt: mivel &2

az elsé s-edik egységgyok, a zarojeles kifejezések az (ao,as,...,azs o), illetve az
(ay,as, ... ,as 1) sorozatok s-ed rendii diszkrét Fourier-transzformaltjai. Igy az r =

= 2s-ed rendd diszkrét Fourier-transzformélt kiszamitasa redukalhato két s-ed rendd
diszkrét Fourier-transzformaélt kiszamitasara, amit rekurzivan kiszamithatunk.

Mennyi munka kell ehhez? Jelolje K (r) az r-ed rendi diszkrét Fourier-transzformélt
kiszamitasdhoz sziikséges aritmetikai miveletek szaméat. Rekurzivan ha r = 2s, akkor
2K (s) miivelet sziikséges a két kisebb diszkrét Fourier-transzformalt kiszamitésahoz.
Sziikség van még 2s—2 szorzasra € hatvanyainak kiszamitasahoz. Ezek birtokdban még
két miiveletetre van sziikség (O.15]) alkalmazasahoz minden k-ra, igy Osszesen még 4s
mivelet kell. Ezekbdl kapjuk, hogy

K(2s) <2K(s)+6s.
Ha r = 2™ egy 2-hatvany, akkor ebbdl az egyenl6tlenségbdl indukcioval kapjuk, hogy
K(2™) <3m-2™.

Altalanos 7-re, a korabban mér latott modszerekkel és az m = [logr] valasztassal
kapjuk, hogy

K (r) < K(2") < 3(1+logr)2 77 = 6(1 + log r)r.

Ez egy sokkal jobb korlat, mint a definiciébol kaphaté O(r?) miiveletszam.
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Alkalmazasként térjiink vissza az n-ed foku P és () polinomok szorzéaséara. Ez a szor-
zas elvégezhetd a polinomok r = 2n + 2-ed rendd diszkrét Fourier-transzformalaséaval
(amihez O(nlogn) aritmetikai miivelet kell), majd a P(e") és Q (") értékek 6sszeszorza-
saval (ami O(n) miveletet igényel), és végiil az inverz Fourier-transzformaltak kiszami-
tasaval, ami ugyanazzal a modszerrel végezhets, mint az ,el6re” Fourier-transzformalés
(tehat ez is megvalosithatdo O(nlogn) miivelettel). Tehat két n-ed foku polinom szor-
zata O(nlogn) aritmetikai miivelettel kiszamithato.

A diszkrét Fourier-transzforméaltak masik alkalmazéasaként megmutatjuk, hogy két
n-bites szam hogyan szorozhato ossze O(nlog®n) bit-mivelettel. (Ez a korlat kicsit
tigyesebben szamolva O(n lognloglogn)-re javithato.) Az dtlet az, hogy hasznéljuk a
polinomok szorzasat. Legyenek uw = w,_1 ... ujug és v =v,_1...0109 pozitiv egészek
binaris alakban. Tekintsiik a kovetkez6 polinomokat :

1 1

U(z) =up+uz+ugz®+- -+, 2™t s V(x)=vg+vizt+ver’+---+v, 12"

Ekkor u = U(2) és v =V(2), és igy uv = U(2)V(2). Lattuk, hogy az UV polinom-
szorzat O(nlogn) aritmetikai mivelettel kiszamithato6. 2 behelyettesitése tovabbi O(n)
aritmetikai mtiveletet igényel.

Viszont most bit-miivelettel akarunk szamolni, nem aritmetikai miivelettel. A ki-
szamitott egész szamok (a szorzat polinom 2n+1 db egytitthatéja) nem nagyobbak
n-nél, és igy 2 behelyettesitése az UV polinomba maximum O(nlogn) bit-mtveletet
igényel.

A Fourier-transzformalt és annak inverzének kiszamitasanal mar 6vatosabbnak kell
lenniink, mivel az egységgyokok komplex irracionalis szamok, melyeket valamilyen vé-
ges, amde elég pontos alakban kell kiszamitanunk. A komplex szamokkal szamolés nem
okoz gondot, hiszen megfeleltethets kétszer annyi valos szammal valé szadmolasnak, és
a koztiik végzett aritmetikai miiveletek is megfelelnek valos szamok kozt végzett ketts,
illetve hat aritmetikai mtiveletnek. De a sziikséges pontossaggal még foglalkoznunk kell.

Ha az egységgyokok valos és képzetes részét 6logn bitig kiszamitjuk, akkor eddig
kevesebb, mint n~% hibat vétiink. Ha ezt egy O(n)-nél nem nagyobb egész szdmmal
beszorozzuk, a hiba O(n™°) alatt marad, s6t ha O(n) ilyen tagot dsszeadunk, akkor
is a hibank O(n~*) alatt lesz. Tehat az U(e*)-t és a V(e¥)-t O(n~*) hibaval kapjuk,
és mivel |U(e¥)| < n valamint |V (e¥)| < n, az U(e*)V (e) szorzatot legfeljebb O(n=3)
hibaval kapjuk. Ezekre inverz Fourier-transzformaciot alkalmazva az eredmény hibaja
O(n™'). Ezeket az értékeket a legkozelebbi egészre kerekitve megkapjuk uv értékét.
A szamitas soran minden szam O(logn) bites, igy egy aritmetikai mtvelet koztiik
O(log® n) bit-mtiveletet igényel. Igy ésszesen O(nlog®n) bit-miiveletet hasznaltunk.



158 9.3. ALGEBRAI BONYOLULTSAGELMELET

9.3. Algebrai bonyolultsagelmélet

Visszatériink a [0.1] alfejezetben definialt modellhez.

9.3.1. Négyzetosszegek kiszamitasanak bonyolultsaga

Bemelegitésként bebizonyitjuk az alabbi also korlatot:

9.3.1. Tétel. Az z3+---+x2 négyzetisszegnek az xy, . .., x, bemenetbdl vald kiszdmi-
tasdhoz legaldbb n nemlinedris mivelet sziikséges.

Ha ezt til egyszertinek tartanank, gondoljunk vissza arra, hogy r?—x3 egy szorzéssal

is kiszdmithato az x3 —x3 = (z; — x9)(21 +22) azonossag alapjan.

Bizonyitds. Az a terv, hogy a nemlinearis 1épéseket sorban lecseréljiik linearisakra,
majd megmutatjuk, hogy az igy kapott linearis hélozat elég sok bemenetre ugyanazt
szamolja ki, mint az eredeti; ez pedig ellentmondasra fog vezetni.

Tegyiik fel, hogy #%+- - -+ 2 kiszamithato egy z1, ..., x, bemenetd algebrai hals-
zattal, melyben csak m < n nemlineéris mivelet van, azaz olyan (A3) tipusi, melyben
a miivelet szorzas vagy osztéas.

Ezeket a szorzasokat és az osztasokat a kovetkezd triikkel tiintetjiik el. Rogzitiink
olyan aq,ao,...,a, valos szaimokat, hogy a halozatot futtatva az x; = a; behelyette-
sitésekkel ne legyen 0-val osztés, és ekkor az R; részeredmény (kapu) altal kiszamolt
értéket uj-vel jeloljiik. Sorban minden Ry = R;- R; nemlinearis kaput helyettesitiink az
Ry =u;R; (A4) tipust kapuval és felirjuk magunknak az R; =u; egyenletet, ahol R; az
eddig lecserélt kapukkal kapott halozatban az z; valtozok — most mar linearis — fligg-
vénye. Masrészt az Ry = R;/R; nemlinearis kapukat helyettesitjik az Ry, = (1/u;)R;
(A4) tipust kapuval, és szintén felirjuk az R; = u; egyenletet. Ezutan (indukcioval
konnyen lathatéan) minden Ry részeredmény az el6z6 R; részeredmények, és igy az xy
bemenetek lineéris fliggvénye lesz.

A felirt m db R; = u; egyenletbdl allo rendszer tekinthets gy, mint egy linearis
egyenletrendszer az x4, ..., x, ismeretlenekre. Ekkor ez a rendszer megoldhato, mivel
az x; = a; behelyettesités kielégiti. Tovabba m egyenletiink van, ami kevesebb, mint az
ismeretlenek n szama, igy a megoldasok egy legalabb egydimenzios alteret képeznek. A
megoldasok egy egydimenzios altere leithato x; =a;+1tb; alakban, ahol a b;-k is rogzitett
valos szamok, melyek nem mind nullak, és t végigfut a valds szamok terén.

Helyettesitsiik be most a halézatba az x; = a; +tb; kifejezéseket. Ekkor az R; = u;
egyenletek (minden ¢ érték mellett) érvényesek maradnak, tehat az aj halozat ugyanazt
szamolja ki, mint az eredeti. Masrészt a kimenete linedris fiiggvénye lesz x4, . .., x,-nek,
tehat t-nek is. Ez azt jelenti, hogy

(a141tb1)* 4+ -+ (an +1tb,)?

linearis fiiggvénye t-nek. Azonban ez ellentmondés, hisz t? egyiitthatoja b + - - -+ 02,
ami szigorian pozitiv. [
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9.3.2. Polinomok kiértékelése

Legyen f(x,y)=z1y+- - -+x,y" az y valtozo egyvaltozos polinomja, melyben az egytitt-
hatokat xq, ..., z,-nel jeloljiik, hogy kiemeljiik, hogy ezek most nem fix, de val6s para-
méterek. Ki szeretnénk értékelni f-et egy adott x=a és y=u helyen. A kovetkezs ismert
azonossag, amit Horner-elrendezésnek is hivnak, ezt n szorzassal és n—1 Osszeadassal
éri el:

fla,u)=(...((apu+an_1)u+a,_o)u---+aj)u.

Természetesen sok polinom gyorsabban is kiértékelhets. Példaul
n n n—1 n
y"+ no1)¥ +-Fny=(y+1)"—1

értéke egy Osszeadassal, egy kivonassal és O(logn) szorzassal kiszamithato. Viszont
altalanos esetben a Horner-elrendezés a legjobb.

9.3.2. Tétel. Ha egy algebrai algoritmus az f(x,y) értékeket szimolja ki az x =
= (21,T9,...,%,) sy bemeneteken, akkor legaldbb n nemlinedris mdveletet kell tar-
talmaznia.

Bizonyitds. A bizonyitas hasonld 6tleten alapul, mint a [@.3.7] tételé, viszont azt most
kicsit méasként kell alkalmaznunk. A részeredményeket itt egy-egy Osszeggel helyette-
sitjiik, melynek egyik tagja linearis lesz az x-ben, a masik pedig az y valtozo egy valos
egylitthatos (mely egyiitthatok x-t6l fuggetlenek) tortpolinomja lesz.

Tegyiik fel, hogy az algebrai algoritmusok kézott van olyan, melyben a nemlinearis
miveletek m szama kevesebb, mint n. A szamitason annak megadasa szerinti sor-
rendben végigmenve modositsuk a miveleteket a kovetkezSképpen. A k-adik mivelet
kimenete egy specialis

alaku kifejezéssel lesz helyettesitve, ahol u, € R, és di(y) az y tortpolinomja valos
egyiitthatokkal. Tovabba, ezen mtveletek némelyikéhez, de nem feltétleniil mindhez,
felirjuk a bemeneteik kozotti Osszefiiggést

Vi x = hi(y), (9.17)

ahol ismét v € R", és hy(y) az y tortpolinomja valos egytitthatokkal.

Az R, ==, és R, =y alaki részeredmények a kivant alakuak, és Ry = R;+ R; esetén
az uy=w;u; és di(y) =d;(y) £d;(y) megfelels valasztas lesz, illetve az Ry =cR; esetén
ug, = cu; és di(y) = cd;(y) szintén jo. Ezeknél a (Q.I7) listat nem bévitjiik.

Hogy pontosabban leirjuk ezt a helyettesitést a lényeges esetekben, kezdjiik a leg-
bonyolultabbal, amikor a k-adik lépésben Ry = R;/R;-t kell kiszamolnunk (7,7 <k). A
kovetkezd alesetekkel kell foglalkoznunk:

(1) Tegytik fel, hogy u; linearisan fiiggetlen a (Q.17) feltételek altal adott v, (r <k)
vektoroktol. Adjuk a (O.I7) listdhoz a kovetkezd feltételt :

u;-x+d;(y) =1,
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(maés szoval vessziik a vy =u; és hy(y)=1—d;(y) azonossagokat). A miivelet 1j kimenete
R;-vel azonos lesz (més szoval u, = u; és di(y) = d;(y)).

(2) Tegyiik fel, hogy u; el6all, mint a v, (r < k) vektorok linearis kombinacioja

u; = E Vi,

r=1

de u; nem. Definidljuk a

tortpolinomot (ahol értelemszertien «, = 0, ha R, kiszamitasakor nem irtunk fel @j
egyenldséget). Vegyiik a (O.I7) listahoz az alabbi 1j feltételt:

w;-r+d;(y) =1,

és a miivelet 1j kimenete legyen 1/d;(y). (Igy uy = 0 lesz ebben az esetben.)

(3) Végiil tegyiik fel, hogy u; és u; is a v, (r <k) vektorok linearis kombinéciojaként
all els:

k—1 k—1
u; = E vy, u; = E Brvi.
r=1 r=1

Definialjuk a kovetkezs tortpolinomokat

k—1 k—1
di(y) = d;(y)+ Y arhe(y),  diy) = di(y)+ Y Behn(y),

és legyen a miivelet 4j kimenete d;(y)/d;(y). Ebben az esetben nincs 1j (0.I7) tipust
feltétel.

A szorzasokat hasonloan valtoztassuk meg. Az alabbi allitas a konstrukciobol koz-
vetleniil adodik:

9.3.3. Allitas. A (QI7) feltételben szerepld vy vektorok linedrisan fiiggetlenek.

9.3.4. Allitas. Minden, a (OI7) feltételeket teljesitd bemenetre, a médositott algorit-
mus ugyanazokat az értékeket szamolja ki minden [épésben.

Bizonyitds. Ez az éllitas is konnyen igazolhato a lépés sorszamara vett indukcioval.
Tegyiik fel, hogy az allitas teljesiil az els6 k — 1 részeredményre. Ha a k-adik 1épés
Osszeadas, kivonas vagy konstanssal valo szorzés, akkor az allitas trividlisan teljesiil a
k-adik kimenetre is. Ha a k-adik 1épés osztés és (1) teljesiil, akkor

uj~x+dj(y) u;-X (y> U -X k(y)
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Ha (2) all fenn, akkor

k—1 k—1
a](y) = d](y) +Z arhr(y) - Z a/r(vr 'X) = u; 'X+dj<y)7
r=1 r=1
és igy
u; - x+di(y 1 1
wex+di(y)  wex+dily) o di(y)
A (3) esetben, illetve szorzaskor, az indoklas hasonlo. O

Tehat a szamitast tetszéleges, a (OI7) feltételeket teljesité bemenetre futtatva a
modositott algoritmus ugyanazt a kimenetet produkalja, mint az eredeti. Az y-t tet-
sz6leges értékre rogzitve, a (O.I7) egy linearis egyenletrendszert ad az x; valtozokon.
Ezen egyenletek szama maximum m < n. Mivel a bal oldalak linearisan fiiggetlenek,
ennek a rendszernek végtelen sok megoldasa van ; tehat megoldésainak van egy egypara-
méteres részesaladja, mely z; =a;(y)+tb; alakban irhato. Itt a;(y) tortpolinomja y-nak,
mig a b;-k megadhatoak egy homogén c-x = 0 rendszer nemtrivialis megoldasaként, és
igy y-tol fliggetlenek, valamint nem minden b; nulla.

Minden t-re az eredeti algoritmus az z; = a;(y) +tb; és y bemeneten a

n n

Z(Gi(y) +tb;)y = Z a;i(y)y’ +tZ biy'.

i=1 i=1

értéket szamitja ki. Masrészt, ezek a bemenetek teljesitik a (@I7) rendszert, és igy a
kimenet

u-(a(y)+tb)+d(y) =u-a(y)+tu-b+d(y)

alak minden t-re. Igy ¢ egyiitthat6janak mindkeét kifejezésben ugyanannak kell lennie,
tehat 7 | biy'=u-b. De mivel b és u az y-tol fiiggetlenek, és nem lehet minden b; =0,
ez nem teljesiilhet minden y-ra. m

9.3.3. Képletbonyolultsag és halézati bonyolultsag

Legyen P(x1,...,x,) valos egyiitthatos polinom. Leggyakrabban egy ilyen polinom egy
képlettel van megadva, mely Osszeadast, kivonast és szorzast hasznél. Egy képlet defi-
nialhato egy olyan algebrai halozattal, amiben nincs osztas, és minden kifok legfeljebb
egy.

Ekkor a képlet bonyolultsiga a benne 1év6 aritmetikai miveletek szdma. Ugyanazon
polinomot ado kiilonb6z6 képleteknek lehet kiilonb6z6 a bonyolultsdga. Példaul fejtsiik
ki az aldbbi szorzatot:

(1+y1)(T2+ya) oo (Tn+Yn) = 2122 o Ty + 1T T+ Y1Y - Yne

Ekkor mindkét oldal ugyanazt a polinomot reprezentalja, de mig a bal oldal bonyolult-
sdga 2n—1, a jobb oldalé (n—1)2". Egy polinom képletbonyolultsiga az 6t reprezentald



162 9.3. ALGEBRAI BONYOLULTSAGELMELET

képletek bonyolultsagdnak minimuma. Egy polinom hdlozati bonyolultsiga a nembe-
meneti csicsok minimdlis szdma az 6t kiszamitd algebrai halozatokban. Nyilvan ez
maximum akkora, mint a képletbonyolultsag, de lehet kevesebb is, mint azt a kévetke-
76 példa mutatja.

A halozati és képletbonyolultsagok finomsagait az alabbi két fontos polinomon mu-
tatjuk be. A determinéns

r11 ... Tin
det(X) =

Tnt .- Tnpn

egy n? valtozos polinom. Ennek ismert kifejtését hasznalva (n—1)n! szorzas kell a kiér-
tékeléséhez. Masrészt, Gauss-eliminacioval, kiértékelhetd minddssze O(n3) szorzéssal,
és igazabol ez javithato O(M(n)) = O(n*3™7) szorzésra (lasd .33l feladat).

Nincs olyan tomér (polinomialis méreti) képlet, ami lefrnd a determinanst. S6t
nincs egyszerd, lényeges javitas a teljes kifejtéshez képest. Annyi bizonyithato, hogy
a determinansra adhato n©0°8™) mérett képlet. Az viszont nem ismert, hogy van-e
egyaltalan polinomiélis méretd képlet a determinansra (talan nincs).

A masik itt targyalt polinom a permanens. Ez nagyon hasonlit a determinénshoz:
ez is hasonldan kifejthets n! tagra, a kiilonbség annyi, hogy a kifejtési tagokat pozitiv
elGjellel adjuk 6ssze. Példaul

T11 Ti2\ _
per = X11%22 +T12%21.
T21 22

A permanens tobb kombinatorikus és statisztikai fizikai kérdésben fontos szerepet
jatszik. Mi csak egyet emlitiink: egy n+n cstcsu G paros graf adjacencia métrixanak
permanense G teljes parositasainak a szamat adja meg.

Kideriilt tehét, hogy a permanens kiszamolasa NP-nehéz, még abban az esetben is,
ha az értékei 0-k vagy 1-ek. E miatt nincs remény arra, hogy talaljunk egy polinomiélis
hosszu algebrai szamitast a permanens kiértékelésére. Az még kevésbé valoszind, hogy
polinomialis méret képletet adjunk a permanensre, de elég zavaré modon ez nincs
bizonyitva.

9.3.1. Feladat. (a) Mutassunk példdt n hosszi algebrai szdimitdsra, ahol a bemeneti
szamok raciondlisak n-ben polinomidlis sok bittel leirhatoak, az eredményt mégsem lehet
n-ben polinomaudlis sok bittel leirna.

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha egy algebrai szdmitds hossza legfeljebb n, a konstansok
(az (A2) utasitdsokban) és a bemeneti szamok mind raciondlisak, és legfeljebb n bittel
letrhatoak, valamint tudjuk, hogy a kimenet egész €s legfeljebb n-bites, akkor a kimenet
kiszamolhato n-ben polinomaidlis sok bit-miuvelettel.

9.3.2. Feladat. Egy n x n-es A mdtrix LUP-felbontdsa egy n x n-es mdtrizokbdl dllo
(L,U, P) hdrmas, melyekre A = LUP, tovdbbd L eqy alséhdromszég-mdtriz csupa 1-
es foatloval, U felséharomszog-mdtrix és P permutdciomdtriz. Mutassuk meg, hogy ha
n X n-es mdtrizok szorzdsat M(n) aritmetikai mdvelettel el tudjuk végezni, akkor egy
n x n-es matriz LUP-felbontdsa is megadhato O(M(N)) mdvelettel.
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9.3.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha n x n-es matrizok szorzdsdat M(n) aritmetikai

mivelettel el tudjuk végezni, akkor egy n X n-es mdtrix determindnsa is kiszamithato
O(M(N)) mivelettel.

9.3.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha nxn-es mdtrizok inverze I(n) aritmetikai m-
velettel kiszamithatd, akkor nxn-es mdtrizok szorzdsa elvégezhetd O(1(3n)) miwvelettel.

9.3.5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy n x n mdtriz és eqy vektor

11 ... Zip Y1

Tpl - Tnn Yn

szorzdsdhoz legaldbb n? nemlinedris mivelet szikséges.



10. fejezet

Parhuzamos algoritmusok

A technologia fejlédése egyre nagyobb sullyal veti fel az igényt a parhuzamos szamita-
sok matematikai alapjainak kidolgozasat. A nagy energiaval folytatott kutatasok da-
cara sincs azonban a parhuzamos szamitasoknak teljesen kiforrott modellje. A legf6bb
probléma az egyes processzorok, ill. részprogramok kozotti kommunikaciéo modellezése:
ez torténhet kozvetlen csatornakon, elére adott Osszekottetések mentén, ,radivadéssze-
riien” sth.

Egy maésik tobbféleképpen modellezhetd kérdés az egyes processzorok orainak ossze-
hangolésa: mi ebben a fejezetben azt tessziik fel, hogy a processzorok szinkronizaltak,
tehat mindig egyszerre tesznek egy-egy lépést.

A péarhuzamos szamitasok egyik alapveté modellje a Boole-hélézat, mellyel az [Il fe-
jezetben foglalkoztunk (és a[I3] fejezetben még foglalkozni fogunk), a halozat mélysége
felel meg a parhuzamos végrehajtasi idének. A jelenlegi fejezetben f6leg egy modellt tar-
gyalunk, az Gn. parhuzamos RAM-gépet, mely bonyolultsagelméleti szempontbol taldn
a legtisztabb”, és a legjobban kidolgozott. A fejezetben ismertetett eredmények (a fel-
adatokkal egyiitt) a szdmitasok parhuzamosithatosaganak legfontosabb alapkérdéseit
igyekeznek megvilagitani. Az ismertetett algoritmusok pedig tgy tekinthetk, mint egy
magas szinti nyelven megirt programok: ezeket a konkrét technologiai megoldasoknak
megfelelGen kell implementalni.
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10.1. PArhuzamos RAM-gép

A parhuzamos szamitast végz6 gépek elméleti szempontbdl legtobbet vizsgalt mate-
matikai modellje a parhuzamos RAM-gép (PRAM-gép). Ez p > 1 azonos RAM-gépbdl
(processzorbol) all. A gépek programtara kozos, és van egy kozos memoridjuk is, mely
mondjuk az x[i] rekeszekbdl all (ahol i az egész szamokon fut végig). Kényelmes lesz
feltenni (bar nem volna okvetleniil sziikséges), hogy minden processzornak van még
végtelen sok uli] (i € Z) ,sajat” memoriarekesze (itt a jelolés nem pontos, a processzor
indexét nem tiintetjiik fel a programok kényelmesebb kodolasa miatt). Induléskor min-
den processzor u[0] rekeszében a processzor sajat sorszama all (ha ez nem volna, minden
processzor ugyanazt csinalna!). A processzor irhat és olvashat a sajat uli] rekeszeibe,
ill. rekeszeibdl és a kozos x[i] memoriarekeszekbe, ill. memoriarekeszekbdl.

A bemenetet az z[0], z[1], ..., z[n] rekeszekbe irjuk, ahol 2[0] =n a bemenet hossza.
A bemenet és a (kozos) program mellé meg kell adni azt is, hogy hany processzorral
dolgozunk; ezt irhatjuk pl. az z[—1] rekeszbe. A processzorok parhuzamosan, de titemre
hajtjak végre a programot. (Mivel a sajat neviik is szerepet jatszik, el6bb-utobb nem
ugyanazt fogjak szamolni.)

Tehat a RAM-gépnél megengedett utasitasokhoz (1. az [[3l alfejezetet) hozza kell
még venni az

uli] :==0; wli] = uli] +1; uli] := ufi] — 1;
uli] == uli] +uljl; uli] = wfi] = ulj]; wluli]] == ulj]; uli] := ulul7]];
uli] := x[ulj]]; zluld]] == uljl; IF u[i] <0 THEN GOTO p

utasitasokat. Ezenkiviil hozzavesszilk még a szorzéast és maradékos osztast a mivele-
tekhez, tehat az u[i] :==wu[i]*u[j] és uli] :=u[i] : u]j] utasitasokat, ahol x jeloli a szorzast,
és a:b a legnagyobb c természetes szam, amelyre |a| > |b|*c. Ezeket azért célszertd hoz-
zavenni, hogy egy processzor a sajat sorszamabol mindig ki tudja 1 1épésben szamolni,
hogy melyik z[f(xz[—1],z[0], w[0])] input cellat kell elGszorre olvasnia, legalabbis elég
egyszerd f fiiggvény esetén (pl. f(z[—1], z[0],u[0]) = (u[0] +z[0]) mod z[—1]).

A kovetkezd item akkor kezdddik, ha az el6z6 miiveletet minden processzor végre-
hajtotta. Egy iitem idejét tehéat a legtobb id6t igénybevevs processzor hatarozza meg.
A gép akkor all meg, ha minden processzor olyan programsorhoz ér, melyben nincsen
utasitas. A kimenet az x[i] rekeszek tartalma.

Egy fontos tisztazandé kérdés, hogy hogyan szabalyozzuk a k6zos memoria haszna-
latat. Mi torténik, ha tobb processzor ugyanabba a rekeszbe akar irni vagy ugyanonnan
akar olvasni? Az ilyen konfliktusok elkeriilésére kiilonboz6 konvenciok 1éteznek. Ezek
koziil négyet emlitiink:

— Nem szabad két processzornak ugyanabbodl a rekeszbdl olvasni vagy ugyanab-
ba a rekeszbe irni. Ezt teljesen konfliktusmentes modellnek nevezziik (angolul
exclusive-read-exclusive-write, roviditve EREW). Ez tgy értends, hogy a progra-
mozonak kell gondoskodnia arrél, hogy ez ne kévetkezzen be; ha mégis megtor-
ténne, a gép programhibat jelez.

— Talan legtermészetesebb az a modell, melyben megengedjiik, hogy tobb pro-
cesszor is ugyanazt a rekeszt olvassa, de ha ugyanoda akarnak irni, az mér
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programhiba. Ezt félig konfliktusmentes modellnek nevezzik (concurrent-read-
exclusive-write, CREW).

— Szabad t6bb processzornak ugyanabbol a rekeszbdl olvasni és ugyanabba a rekesz-
be irni is, de csak akkor, ha ugyanazt akarjak beirni. (A gép akkor all le program-
hibaval, ha két processzor ugyanabba a rekeszbe mas-mas szamot akar beirni).

Ezt konfliktus-korldtozo modellnek nevezziik (concurrent-read-concurrent-write,
CRCW).

— Szabad tobb processzornak ugyanabbdl a rekeszbdél olvasni és ugyanabba a rekesz-
be irni. Ha tébben akarnak ugyanoda irni, a legkisebb sorszamunak sikeriil. Ezt
a modellt elsébbségi modellnek nevezzik (priority concurrent-read-concurrent-

write, P-CRCW).

10.1.1. Feladat. a) Mutassuk meg, hogy n szam kozil a legkisebbet ki lehet vdlasz-
tani n® processzorral a konfliktus-korldtozé modellben O(1) lépésben.

b) Mutassuk meg, hogy ugyanezt n processzorral meg lehet csindlni O(loglogn) [é-
pésben.

10.1.2. Feladat. a) Mutassuk meg, hogy két n hosszisdigi 0-1 sorozatrdl n pro-
cesszorral az elsébbségi modellben O(1) lépésben, a teljesen konfliktusmentes mo-
dellben O(logn) lépésben megdllapithatd, hogy lexikografikusan melyik a nagyobb.

b*) Mutassuk meg, hogy a teljesen konfliktusmentes modellben ehhez Q(logn) lépés
kell is.

c*) Hany lépés kell a mdsik két modellben ?

10.1.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy két n hosszisdgu 0-1 sorozatnak, mint kettes
szamrendszerbeli szimnak az dsszegét n* processzorral O(1) lépésben ki lehet szamitani
az elsébbségi modellben, illetve n processzorral a teljesen konfliktusmentes modellben
O(logn) lépésben.

10.1.4. Feladat. a) Mutassuk meg, hogy n darab legfeljebb n hosszisagi 0-1 so-
rozatnak, mint kettes szdmrendszerbeli szdmnak az Osszegét n® processzorral
O(logn) lépésben ki lehet szdmitani az elsébbségi modellben.

b*) Mutassuk meg, hogy ehhez n* processzor is eléq.

c*) Csindljuk meg ugyanezt a teljesen konfliktusmentes modellben is.

d) A teljesen konfliktusmentes modellben n?

0sszeszorozni két darab n bites szdmot ?

processzorral hdny lépésben tudunk

10.1.5. Feladat. Egész szamoknak egy érdekes (nem egyértelmi) dbrdzoldasa a kévet-
kezd': mondjuk négyes szamrendszert haszndlunk, de megengediink negativ szamjegyeket
is, tehdt egy n szamot n=7y_;_, bi4' alakban irunk, ahol minden i-re —3<b; <3. Mutas-
suk meg, hogy két ilyen dbrdzoldsiu szamot dssze tudunk adni a teljesen konfliktusmentes
modellben n processzorral O(1) lépésben.
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A PRAM-gépnél a processzorok szaméat nem csak azért szokas megadni, mert ettél
fiigg a szamités, hanem azért is, mert ez — az id6 és tar mellett — a szamitas igen
fontos bonyolultsagi mértéke. Ha ezt nem korlatozzuk, akkor igen nehéz feladatokat
is nagyon roviden meg tudunk oldani, pl. egy graf 3 szinnel val6 szinezhetGségét el
tudjuk donteni tgy, hogy az alaphalmaz minden szinezéséhez és a graf minden éléhez
rendeliink egy processzort, mely megnézi, hogy az adott szinezésben az adott él két
végpontja kiilonbozd szinti-e. Az eredményeket persze még Osszesiteni kell, de ez is
megoldhato O(log n) lépésben.

Kicsit ijesztonek ttinhet els6 olvasisra egy olyan algoritmus, amely n?, vagy akar
n® processzort igényel. A kovetkezd, Brenttdl szarmazo allitas informalisan azt mondja
ki, hogy ha egy feladatot jol tudunk parhuzamositani rengeteg processzorral, akkor ez
sokkal kevesebb processzorra is ,érvényes”. Ehhez definidljuk az 6sszmunka fogalmat,
ami az egyes processzorok altal megtett 1épésszamok Gsszege.

10.1.1. Allitas. Ha egy feladat eqy konkrét inputra megoldhaté akdrhdny processzorral t
lépésben és w dsszmunkdval (akdrmelyik PRAM-gép modellben), akkor minden p pozitiv
egész szdmra megoldhato p processzorral %+t lépésben is (ugyanabban a modellben).

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a sok-processzoros program i. 1épésében w; db processzor
aktiv, igy w= 25:1 w;. Az eredeti algoritmus 7. 1épése soran elvégzett feladatot nyilvan
el lehet végezni p processzorral [“’7] lépésben, igy a sziikséges id6 >/, [“ﬂ <> it
+1) < % +t. O

Kovetkezésképpen, ha van egy feladatra parhuzamos algoritmusunk, mely n? pro-
cesszort hasznal és log n 1épést tesz, akkor minden p-re (pl. p=+/n, vagy p=32) tudunk
csinalni olyat is, amely p processzort hasznal és (n*logn)/p+logn lépést tesz.

A péarhuzamos algoritmusok komplexitaselméletének alapkérdése ennek a megfordi-
tottja: tekintiink egy w ideji szekvencialis algoritmust, és szeretnénk ezt p processzoron
lényegében ¥ (mondjuk, O(% log w)) lépéssel megvalositani.

Nyilvanvalo, hogy a fenti modellek egyre erGsebbek, hiszen egyre tobbet engednek
meg. Megmutathato azonban, hogy — legalabbis ha a processzorok szama nem tul nagy
— a legerGsebb els6bbségi modellben elvégezhetd szamitasok sem sokkal gyorsabbak
a leggyongébb teljesen konfliktusmentes modellben végezhetGknél. Erre vonatkozik a
kovetkezd lemma:

10.1.2. Lemma. Minden P programhoz létezik olyan Q program, hogy ha P egy beme-
netbdl p processzorral t 1ddben kiszamit eqy kimenetet az elsébbségi modellben, akkor a
Q program O(p?) processzorral O(t-log® p) iddében a teljesen konfliktusmentes modellben
szamitja ki ugyanazt.

Bizonyitas: A P programot végrehajté minden processzornak meg fog felelni egy
processzor a Q program végrehajtasa soran. Ezeket fénokprocesszoroknak nevezziik.
Ezenfeliil a Q programban minden fénokprocesszornak p tovabbi ,segédprocesszora” is
lesz.

Az a konstrukcié alapgondolata, hogy ami a P program futdsa soran egy adott
iitem utan a z cimd memoriarekeszben van, az a Q program futasa soran a megfelels
iitemben a 2pz,2pz+1,...,2pz+p—1 cimi rekeszek mindegyikében meglegyen. Ha a
P kovetkezo titemében az i-edik processzor z cimi rekeszbdl kell, hogy olvasson, akkor
a Q program kovetkezd iitemében az ennek megfelel6 processzor olvashatja az 2pz+1
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cimii rekeszt. Ha pedig ebben az titemben (P szerint) a z cimi rekeszbe kell, hogy irjon,
akkor Q szerint az 2pz+1i rekeszbe irhat. Ez biztosan elkeriili az 6sszes konfliktust, mert
a kiilénb6z6 processzorok modulo p kiilonb6z6 rekeszeket hasznalnak.

Gondoskodni kell azonban arrél, hogy a Q program futésa soran a 2pz,2pz +
+1,...,2pz4+p—1 rekeszek mindegyikébe az a szam keriiljon, amit az els6bbségi szabély
a P program futdsdnak megfelels iitemében z-be ir. Ehhez a P futisat szimulalé min-
den titem utan beiktatunk egy O(log p) lépésbdl allo fazist, amely ezt megvalositja.

El6szor is minden olyan processzor, mely az el6z8 (P-t szimulalo) iitemben irt,
mondjuk az 2pz+1 cimi rekeszbe, ir egy 1-est az 2pz+p+1i cimi rekeszbe. A kdvetkezs
lépésben megnézi, hogy az 2pz+p-+i— 1 rekeszben 1-es all-e. Ha igen, elalszik ennek
a fazisnak a hatralevs idejére. Ha nem, akkor ¢ ir oda 1-est, majd ,felébreszti” egy
segédjét. Altalaban, a k-adik 1épésben az i processzornak legfeljebb 2¥~1 segédje lesz
ébren (magat is beleértve), és ezek rendre az 2pz+p+i—2871 ... 2pz+p+i— (28 —1)
cimi rekeszeket olvassak le. Amelyik 1-est talél, elalszik. Amelyik nem talal 1-est, az
l-est ir, felébreszt egy 1j segédet, azt 287! hellyel ,balra” kiildi, mig maga 2" hellyel
wbalra” lép. Amelyik segéd kiér a [2pz+p, 2pz+2p — 1] intervallumbol, elalszik; ha egy
fonok kiér ebbdl az intervallumbol, akkor mar tudja, hogy 6 ,,gy6zott”.

Konnyt meggondolni, hogy ha a P program megfelel§ iitemében tobb processzor is
irni akart a z rekeszbe, akkor az ezeknek megfelel§ f6nokok és segédeik nem keriilnek
konfliktusba, mialatt az [2pz 4 p, 2pz+2p — 1] intervallumban mozognak. A k-adik 1é-
pésre ugyanis az i processzor és segédei 2pz + p+i-t6l lefelé 2F~1 egymés utani helyre
1-est irtak. Minden t6liik jobbra indulé processzor és annak minden segédje ebbe sziik-
ségképpen bele fog 1épni, és ezért elalszik, miel6tt konfliktusba keriilhetne az i-edik
processzor segédeivel. Azt is mutatja ez, hogy mindig egyetlenegy f6nok fog gyézni,
éspedig a legkisebb sorszamu.

A gy6z6nek” még az a dolga, hogy amit a megfelels 2pz+1i rekeszbe irt, azt most az
egész [2pz, 2pz+p— 1] intervallum minden rekeszébe beirassa. Ezt konnyti megtenni az
el6z6hoz nagyon hasonlo eljarassal: § maga beirja a kivant értéket az 2pz cimt rekeszbe,
majd felébreszt egy segédet; beirjak a kivant értéket az 2pz+1 és 2pz + 2 rekeszekbe,
majd felébresztenek egy-egy segédet stb. Ha mindannyian kiértek a [2pz,2pz+p—1]
intervallumbol, johet a kovetkezs szimulalo titem.

A segédek felébresztésének megtervezését az olvasora bizzuk.

A fenti ,lépések” végrehajtasa tobb programsor végrehajtésat jelenti, de konnyd
latni, hogy méar csak korlatos szamuét, melyek koltsége logaritmikus koltségti modell
esetén is csak O(log p-log z). Igy két szimulalo iitem kézott csak O((log p)(log p-log z))
id6 telik el. Mivel maga a szimulalandé iitem is beletelik log z iddbe, ez csak O(log? p)-
szeresére noveli a futési id6t. O

A tovabbiakban, ha kiilon nem mondjuk, a teljesen konfliktusmentes modellt hasz-
naljuk. Az el6z6 lemma miatt nem jelentene lényeges kiilonbséget az sem, ha barmilyen
més megallapodast tennénk.
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10.2. Az NC osztaly

Egy f:{0,1}*—{0,1}* fiiggvényt NC-kiszamithatonak neveziink, ha van olyan program
a parhuzamos RAM-gépre, és vannak olyan ¢y, ¢co >0 konstansok, hogy minden x beme-
netre a program f(z)-et O(|z|") processzorral teljesen konfliktusmentesen O(log® |z|)
idében kiszamitja. (A lemma szerint nem valtoztatna ezen a definicion, ha pl.
az els6bbségi modellt hasznalnank.)

Az NC nyelvosztaly azokbol az £ C {0,1}* nyelvekbdl all, melyek karakterisztikus
fiiggvénye NC-algoritmussal kiszamithato.

Megjegyzés. Az NC osztaly bevezetésének nem az a célja, hogy gyakorlatban elvé-
gezhet6 parhuzamos szamitéasokat modellezzen. Nyilvanvalo, hogy a gyakorlatban a
polilogaritmikus idénél sokkal tobbet hasznalhatunk fel, de (legalabbis a belathato jo-
v6ben) a polinomialisnal sokkal kevesebb processzoron. A fogalom célja az, hogy leirja
azokat a feladatokat, melyeket polinomiélis szamu miivelettel ki lehet szamolni, éspe-
dig gy, hogy ezeket szinte a lehet legjobban parhuzamositjuk (n hosszusédga bemenet
esetén a teljesen konfliktusmentes gépen mar ahhoz is log n id§ kell, hogy az adatokat
kapcsolatba hozzuk egymassal).

Nyilvanval6, hogy NCCP. Nem ismeretes, hogy itt egyenlGség all-e, de inkdbb az
varhato, hogy nem.

Az NC osztély koriil kiépithets egy hasonlé bonyolultsagelmélet, mint a P osztély
koriil. Definidlhato egy nyelv NC-visszavezetése egy masik nyelvre, és pl. a P osztalyon
beliil megmutathato, hogy vannak P-teljes nyelvek, vagyis olyanok, melyekre minden
méas P-beli nyelv NC-visszavezethets. Ennek részleteivel itt nem foglalkozunk, csak
néhény fontos példara szoritkozunk.

10.2.1. Allitas. A hdromsziget tartalmazo grifok adjacencia-mdtrizai NC-beli nyelvet
alkotnak.

10.2.2. Algoritmus. Tulajdonképpen kézenfekvs: elGszor meghatarozzuk a graf n
pontszamat. Majd az i+ jn + kn? sorszami processzort megbizzuk, hogy nézze meg,
hogy az (i, j, k) pontharmas haromszoget alkot-e. A valaszokat binaris fa segitségével
gytjtjiik Ossze.

Kovetkezd példank kevésbé trividlis, s6t talan elsd pillanatra megleps: grafok ossze-
fliggsége. A szokasos algoritmus (széltében vagy hosszéaban keresés) ugyanis igen erésen
szekvencialis, minden 1épés a korabbi 1épések eredményétdl erésen flige. A parhuzamo-
sitdshoz hasonlo triikkot alkalmazunk, mint amelyet a [ fejezetben Savitch tételének
bizonyitasanal hasznaltunk.

10.2.3. Allitas. Az dsszefiiggd grifok adjacencia-mdtrizai NC-beli nyelvet alkotnak.

10.2.4. Algoritmus. Az algoritmust a konfliktus-korlatozé modellben irjuk le. Az i+
+jn+kn? sorszamu processzort ismét az (i, j, k) pontharmas figyelésével bizzuk meg.
Ha a pontharmasban két élt 1at, akkor a harmadikat is behtzza. Ha ezt t-szer ismé-
teljiik, akkor nyilvan pontosan azok a pontparok lesznek 0sszekotve, melyek téavolsaga
az eredeti grafban legfeljebb 2¢. Igy [log n]-szer ismételve akkor és csak akkor kapunk
teljes grafot, ha az eredeti graf osszefiiged volt.

Nyilvan hasonléan donthets el, hogy két pontot 0sszekot-e ut, s6t a két pont tavol-
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saga is meghatarozhato a fenti algoritmus alkalmas moédositasaval.

10.2.1. Feladat. Adott eqy G grdf nemnegativ c(uv) élhosszakkal az {1,2,... ,n} csu-
csokon. Ehhez definidaljuk az A nxn mdtrizot: A(i,j) = c(ij), ha ij él, A(i,i) =0 és
A(i, j) = 400 egyébként.

Tekintsiik azt a mdtriz-szorzdst, ahol a szorzds helyett az osszeadds, az Osszeadds
helyett pedig a minimum miuvelet szerepel. Lassuk be, hogy az ezzel kiszamolt A™ hatvdny
elemeibdl minden pontpdrra kiolvashato a koztik mend legrovidebd 1t hossza.

10.2.2. Feladat. A [d fejezetben definidltuk az algebrai dontési fdakat, és az algebrai
formuldkat, valamint ezek hosszdt (mint a benniik szerepld miveleti jelek szamat).

a) Legyen F eqy L hosszi algebrai formula, melyben csak a {4, —, -} midveletek szere-
pelnek. Mutassuk meg, hogy ekkor tudunk konstrudini eqy 3 log L mélységi algebrai
dontési fat, amely F'-et szamitja ki.

b) Ugyanez igaz Boole-formuldkra és 2 befoki Boole-hdldozatokra is.

c) Ha az F algebrai formuldban osztds is szerepel, akkor is tudunk konstrudlni egy
4log L mélyséqi algebrai dontési fat, amely F'-et szamitja ki.

10.2.3. Feladat. a) Két rendezett n hosszu szdmsorozatot ossze lehet fésiilni a tel-
jesen konfliktusmentes modellben n processzorral O(logn) lépésben. (Segitség: re-
kurzivan fésiljiik eldszor dssze a pdros indexd részsorozatokat €s parhuzamosan a
pdratlan indext részsorozatokat is.)

b) Egy n hosszi szamsorozatot rendezni lehet a teljesen konfliktusmentes modellben
n processzorral O(log®n) lépésben.

A kovetkezd algoritmus a parhuzamos szamitasok egyik legfontosabb eszkoze.

10.2.5. Tétel (Csanky tétele). Barmely egész mdtriz determindnsa NC-kiszamithato.
Kévetkezésképpen az invertdlhato mdtrizok NC-beli nyelvet alkotnak.

10.2.6. Algoritmus. Egy Csisztovtol szarmazoé algoritmust ismertetiink. Elgrebocsat-
juk, hogy egy matrix hatvanyait konnyen ki tudjuk szdmitani NC-értelemben. ElGszor
is két vektor skalaris szorzatat ki tudjuk szamitani ugy, hogy a megfelel6 elemeiket —
parhuzamosan — 0sszeszorozzuk, majd az igy kapott szorzatokat parokba osztva Ossze-
adjuk, a kapott osszegeket parokba osztva 6sszeadjuk stb. Ezek utan két métrix szorza-
tat is ki tudjuk szamitani, hiszen a szorzat minden eleme két vektor skalaris szorzata,
és ezek parhuzamosan szamolhatok. Ugyanezt a modszert még egyszer alkalmazva ki
tudjuk szamitani egy (n X n)-es matrix k-adik hatvanyat is minden k < n-re.

Az 6tlet ezek utan az, hogy a determinanst alkalmas matrix-hatvanysorként probal-
juk eléallitani. Legyen B egy (n xn)-es matrix, és jelolje By a B bal fels6 sarkaban 4llo
(k x k)-as részmatrixot. Tegyiik fel egyeldre, hogy ezek a By, részmatrixok nemszingu-
larisak, vagyis a determinansuk nem 0. Ekkor a B maétrix invertalhato, és az inverzére
vonatkozo6 ismert formula szerint

(B™")un =det B,y / det B,
ahol (B™'),,, a B™! méatrix jobb als6 sarkaban 4llo elemet jeléli. Innen
det anl

det B= ———,
¢ (B Dn
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Ezt folytatva kapjuk, hogy

1

det B = .
(B=Y)pn - (B;_ll)nfl,nfl L ~‘(Bf1)11

Irjuk B-t B=1— A alakba, ahol I =1, az (nxn)-es egységmatrix. Feltéve egy pillanatra,
hogy A elemei elég kicsik, érvényes az alabbi sorfejtés:

Bt =1+ Ap+ Ai+. ..
és igy

<Bl;1>kk = 1+(Ak>kk+(z4z)kk+. ..
Innen

(BiY) ™ = (1+ (At (ADw+.)

= 1 [(Am+ (A + . ]+ (A + (A +.. ] =

és igy

det B = H <1_ [(Ak)kk“‘(Az)kk—i-. . } + [(Ak)kk"‘(Az)kk—i—. i ]2—>

k=1

Persze, ezt a végtelen sorokbol alkotott végtelen sort nem tudjuk igy kiszamitani. Al-
litjuk azonban, hogy elég minden sorbdl az els6 n tagot kiszdmitani. Pontosabban,
helyettesitsiink A helyébe tA-t, ahol ¢ valos valtozo. Elég kis t-re az [, +t A, méatrixok
biztosan nemszingulérisak, igy a fenti sorfejtések érvényesek. Ennél azonban tébbet is
nyeriink. A helyettesités utan a formula igy néz ki:

=

det(I —tA) = (1_ [E(AR) ke +12(AD) ke + - ]

B
Il
—

+

—

H A+ (A e+ — . )

Most jon a donté otlet: a bal oldalon t-nek egy legfeljebb n-edfokt polinomja &ll,
ezért a jobb oldali hatvanysornak is elég a legfeljebb n-edfoki tagjait kiszamitani! Igy
det(I —tA) a kovetkez6 polinom legfeljebb n-edfoku tagjaibol all:

F(t) = H i B (- Z (AR ).

=0

Marmost az F'(t) polinomot definialé formula, bArmennyire is bonyolult, kénnyen kisza-
mithaté6 NC-értelemben. Elhagyva bel6le az n-nél magasabb fokd tagokat, megkapjuk
det(/ —tA)-t. Ebben t=1-et helyettesitve, megkapjuk det(B)-t. Nem nehéz megmutat-
ni, hogy ezt O(n®logn) processzor el tudja végezni O(log? n) lépésben. O

Erdemes megjegyezni, hogy Mahajan és Vinay 1997-ben adott egy olyan kombina-
torikus determinéns-szamitési modszert, amely gytirik feletti matrixok determinansa-
nak kiszdmitaséara is hasznalhato. Ez az algoritmus is jol parhuzamosithato, a teljesen
konfliktusmentes modellben szintén O(log®n) id6t hasznal (de n® processzorral).
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A randomizalas, mint latni fogjuk, parhuzamos szamitasok esetén még fontosabb
eszkOz, mint a szekvencidlis esetben. A randomizdlt pdrhuzamos RAM-gép csak abban
kiilénbozik a fentebb bevezetett parhuzamos RAM-géptdl, hogy minden processzornak
van egy tovabbi w rekesze, melyben mindig 1/2 valoszintséggel 0 vagy 1 all. Ha ezt ki-
olvassa a megfelels processzor, akkor 1j véletlen bit jelenik meg benne. A véletlen bitek
(egy processzoron beliil is, meg a kiilonb6z6 processzoroknal is) teljesen fliggetlenek.

A randomizdlt NC, réviditve RNC nyelvosztélyt a BPP osztaly mintajara definial-
juk. Ez azokbdl az £ nyelvekbdl all, melyekhez van olyan program, mely a randomizalt
PRAM-gépen minden x € {0,1}* bemenetre O(|z|*"*!) processzorral (mondjuk, teljesen
konfliktusmentesen) O((log |z])*"*!) id6ben 0-t vagy 1-et szamit ki. Ha x € £, akkor a 0
eredmény valoszintisége kisebb, mint 1/3, ha = & L, akkor az 1 eredmény valoszintisége
kisebb, mint 1/3.

Az BTl tételt alkalmazva véletlen helyettesitéssel, a kovetkezs fontos alkalmazas-
hoz jutunk:

10.2.7. Kovetkezmény. A teljes pdrositdst tartalmazo grdifok adjacencia-mdtrizai
RNC-beli nyelvet alkotnak.

Megjegyzendd, hogy ez a bizonyités csak azt allapitja meg, hogy a grafban van-e
teljes parositas, de nem adja meg a teljes parositast, ha az létezik. Ez a jelentGsen ne-
hezebb probléma is megoldhaté azonban RNC-értelemben (Karp, Upfal és Wigderson).



11. fejezet

A kommunikacié bonyolultsaga

Sok algoritmikus és adatkezelési problémanél a {6 nehézséget az adatok mozgatésa
jelenti a kiillonb6z6 processzorok kozott. Most egy olyan modellt targyalunk, mely —
a legegyszertibb esetben, 2 processzor részvételével — az adatmozgatas bonyolultsagat
igyekszik jellemezni.

Adott tehat két processzor, és tegyiik fel, hogy mindegyik a bemenetnek csak egy
részét ismeri. Feladatuk, hogy ebbdl valamit kiszamitsanak; itt csak azzal foglalkozunk,
ha ez a kiszamitand6 dolog egyetlen bit, tehat csak a (teljes) bemenetnek egy tulaj-
donsagat akarjak meghatarozni. Elvonatkoztatunk attol az id6- és egyéb koltségtol,
amit a processzorok helyi szamolasa igényel; tehat csak a ketté kozti kommunikacio-
val foglalkozunk. Azt szeretnénk elérni, hogy minél kevesebb bit kommunikaci6ja aran
meg tudjak oldani feladatukat. Kiviilrél nézve azt fogjuk latni, hogy a egyik processzor
egy € bitet iizen a masiknak; majd valamelyik (lehet a masik, lehet ugyanaz) egy
€9 bitet iizen és igy tovabb. A végén mindkét processzornak ,tudnia” kell, hogy mi a
kiszamitando végeredmény.

Hogy szemléletesebb legyen a dolog, két processzor helyett két jatékosrol, Adélrol
és Bélarol fogunk beszélni. Képzeljiik el, hogy az Adél Eur6paban, Béla Afrikdban van
(mondjuk egy olyan helyen, ahol telefon méar van, de internet még nincs); ekkor eléggé
realis az a feltevés, hogy a helyi szdmitasok koltsége a kommunikacié koltségéhez képest
eltorpil.

Ami az algoritmikus bonyolultsig tertiletén az algoritmus, az a kommunikacios bo-
nyolultsag teriiletén a protokoll. Ez azt jelenti, hogy mindegyik jatékos szaméra el6irjuk,
hogy ha az 6§ bemenete x, és eddig az €1, ..., cx biteket iizenték akkor & van-e soron és
ha igen, akkor — ezektdl fliggen — milyen bitet kell tizennie. Ezt a protokollt mindkét
jatékos ismeri, tehat tudja azt is, hogy a méasik iizenete ,mit jelent” (milyen bemenetek
esetén lizenhette ezt a masik, illetve hogy az ¢4, ..., e, lizenetsorozat melyik bitjét ki
kiildte; s6t, azt, hogy ki kovetkezik, mindkét jatékosnak tudnia kell, tehét az is csak
az elhangzott €1, ..., ¢ tizenetektd] fiigghet). Feltessziik, hogy a protokollt mindkét
jatékos betartja.

Konnyti megadni egy trivialis protokollt: Adél kiildje el a bemenet altala ismert
részét Bélanak. Ekkor Béla méar ki tudja szamitani a végeredményt, és ezt egyetlen
tovabbi bittel tudatja Adéllal. Latni fogjuk, hogy ez altalaban igen messze lehet az
optimumtol. Azt is latni fogjuk, hogy a kommunikacids bonyolultsag teriiletén hasonlo
fogalmak alkothatok, mint az algoritmikus bonyolultsag teriiletén, és ezek gyakran
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jobban kezelhetdk.
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11.1. A kommunikaciés matrix és a protokoll-fa

Legyenek Adél lehetséges bemenetei aq,...,a,, Béla lehetséges bemenetei by, ..., by,
(mivel a lokalis szamolas ingyen van, nem lényeges szamunkra, hogy ezek hogyan van-
nak kodolva). Legyen c;; a kiszamitando érték az a; és b; bemenetekre. A C'=(c;)i, L,
maétrixot a szoban forgo feladat kommunikdcios matrizdnak nevezziik. Ez a métrix tel-
jesen leirja a feladatot: mindkét jatékos ismeri a teljes C' matrixot. Ezenkiviil Adél
tudja C' egy soranak ¢ indexét, Béla pedig C egy oszlopanak j indexét. Feladatuk,
hogy a ¢;; elemet meghatarozzak. A trivialis protokoll az, hogy ha n < m, akkor Adél
megkiildi Bélanak az i szamot; ez [logn| bitet jelent. (Persze ha m < n, akkor forditva
jobb eljarni.)

Nézziik meg, hogy mit is jelent egy protokoll erre a méatrixra nézve. ElGszor is a
protokollnak meg kell hataroznia, ki kezd. Tegyiik fel, hogy el6szor Adél iizen egy ¢4
bitet. Ezt a bitet az Adél altal ismert ¢ index értéke hatarozza meg. Mas széval, C'
sorait két osztalyba lehet osztani aszerint, hogy 1 = 0 vagy 1. A C' matrix tehat két
almatrixra: Cy-ra és Ci-re bomlik. Ezt a felbontast a protokoll hatarozza meg, tehét
mindkét jatékos ismeri. Adél lizenete azt hatarozza meg, hogy Cj és C koziil melyikben
van az 6 sora. Ettdl kezdve tehat a probléma lesziikiilt a megfelel§ kisebb méatrixra.

A kovetkezs tizenet kettébontja Cy-t és C1-et. Ha az lizend Béla, akkor az oszlopokat
osztja két osztalyba; ha az iizend Adél, akkor a sorokat. Nem kell, hogy ugyanazt
sjelentse”, vagyis ugyantgy ossza két részre a sorokat |oszlopokat| a masodik iizenet
a Cy és (7 matrixokon; s6t az is lehetséges, hogy mondjuk Cy-nek a sorait, C-nek
az oszlopait osztotta ketté (Adeél 0 tizenete azt jelenti, hogy ,még mondok valamit”, 1
lizenete pedig azt, hogy ,te jossz”).

Tovabbmenve latjuk, hogy a protokoll a matrix egy egyre kisebb részmatrixokra valo
felbontasanak felel meg. Minden ,forduléban” minden aktualis részmatrixot két kisebb
részmatrixra bontunk vagy vizszintes, vagy fiigg6leges hasitassal. Egy ilyen részmét-
rixokra bontast guillotine-felbontdsnak neveziink. (Fontos megjegyezni, hogy a matrix
sorait, ill. oszlopait tetszés szerint oszthatjuk két részre; tehat annak, hogy eredetileg
milyen sorrendben vannak, semmi szerepe nincsen. )

Mikor all meg ez a protokoll? Ha a jatékosok mér lesziikitették a lehetGségeket egy
C' részmatrixra, az azt jelenti, hogy mindketten tudjak, hogy a masik sora, ill. oszlopa
ehhez a részmatrixhoz tartozik. Ha ebbdél mar minden esetben meg tudjak mondani az
eredményt, akkor ennek a részmatrixnak vagy minden eleme 0 vagy minden eleme 1.

Igy a kommunikaciés bonyolultsag meghatarozésa az alabbi kombinatorikus jellegt
feladatra vezet: hany forduléban tudunk egy adott 0-1 matrixot csupa-0 és csupa-1
matrixokra felhasogatni, ha minden forduloéban minden addig nyert részméatrixot vagy
vizszintesen vagy fiiggSlegesen vaghatunk két részre? (Ha el6bb kapunk egy csupa-
0 vagy csupa-1 maétrixot, azt mar nem hasogatjuk tovabb. De néha hasznosabb lesz
ugy tekinteni, hogy még ezt is hasogatjuk: ezt tgy fogjuk tekinteni, hogy egy csupa-1
méatrixrol lehasithatunk egy 0 sorbol allo csupa-0 méatrixot.)

Még szemléletesebbé tehetjiik a protokollt egy binaris fa segitségével. A fa minden
pontja C' egy részmatrixa. A gyokér a C' méatrix, bal fia Cj, jobb fia C;. Minden méatrix
két fia agy jon létre belSle, hogy vagy a sorait, vagy az oszlopait két osztalyba osztjuk.
A fa levelei mind csupa-0 vagy csupa-1 métrixok.

A protokollt kovetve a jatékosok ezen a fan mozognak a gyokértsl valamelyik levélig.
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11.1. 4bra. Protokoll-fa

Ha egy cstcsban vannak, akkor az, hogy ennek fiai fiigg6leges vagy vizszintes hasitassal
jonnek létre, meghatarozza azt, hogy ki kiildi a kévetkezs bitet. Maga a bit aszerint 0
vagy 1, hogy a kiildg sora [oszlopa| a cstcs jobb fidban vagy a bal fidban szerepel-e.
Ha egy levélhez érnek, akkor ennek a matrixnak minden eleme azonos, és ez a valasz a
kommunikacios feladatra. A protokoll iddigénye éppen ennek a fanak a mélysége. A C
matrix kommunikdcios bonyolultsdga az 6sszes 6t megoldo protokollok lehetd legkisebb
idsigénye. Ezt x(C)-vel jeloljiik.

Jegyezziik meg, hogy ha minden fordul6oban minden maéatrixot hasitunk (vagyis a
fa teljes binaris fa), akkor a leveleinek pontosan a fele csupa-0, fele csupa-1. Ez abbol
kovetkezik, hogy a leveleket megel6z6 ,,generacid” minden matrixat egy csupa-0-ra és
egy csupa-l-re hasitottuk fel. Igy ha a fa mélysége t, akkor levelei kozott 28! csupa-
l-es (és ugyanennyi csupa-0-as) van. Ha azokon az agakon, ahol elgbb jutunk csupa-0
vagy csupa-1 matrixhoz, el6bb megallunk, akkor is igaz lesz annyi, hogy a csupa-1-es
levelek szama legfeljebb 207!, hiszen formalisan folytathatnank az agat tigy, hogy az
egyik lehasitott matrix ,jiires”.

Ebbdl az észrevételbdl egy egyszert, de fontos also korlatot nyerhetiink a C' méatrix
kommunikaciés bonyolultsagara. Jelolje rk(C') a C' méatrix rangjat; csak trivialis ese-
teket zarunk ki, ha a tovabbiakban feltessziik, hogy C' nem a csupa-0 vagy a csupa-1
matrix. Ekkor rk(C) > 0.

11.1.1. Lemma.
k(C) > 14log(rk(C)).

Bizonyitas: Tekintsiink egy x(C') mélységi protokoll-fat, és legyenek Lq,...,Ly a
levelei. Ezek tehat C' részmatrixai. Jelolje M; azt a (C-vel azonos méretii) matrixot,
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melyet az L;-bél Ggy kapunk, hogy C-ben az L;-hez nem tartoz6 elemek helyébe 0-
t frunk. Az el6z6 megjegyzés alapjan latjuk, hogy az M; matrixok kozott legfeljebb
2= nem-0 van; az is konnyen lathato, hogy ezek 1 rangtak.

Marmost

C=M+M+...+ My,
és igy
rk(C) < k(M) +. .. +1k(My) < 2871,
Ebbdl a lemma kovetkezik. ]

11.1.2. Kovetkezmény. Ha a C' mdatriz sorai linedrisan figgetlenek, akkor a trividlis
protokoll optimdlis. [

Tekintsiink egy egyszerti, de fontos kommunikacios feladatot, melyre ez az eredmény
alkalmazhato és mely tobb mas szempontbdl is fontos példa lesz:

11.1.1. Példa. Adél is, Béla is ismer egy-egy n hosszusagu 0-1 sorozatot; azt akarjak
eldonteni, hogy a két sorozat egyenlé-e.

A feladathoz tartozé kommunikaciés matrix nyilvan a (2" x 2") méretd egységmét-
rix. Mivel ennek a rangja 2", erre a feladatra nincsen a trivialisnal (n+ 1 bitnél) jobb
protokoll.

Egy masik, ugyancsak egyszerti meggondolassal azt is meg tudjuk mutatni, hogy
nemcsak a legrosszabb bemenetre, hanem majdnem minden bemenetre majdnem ilyen
sok bitet kell kommunikalni:

11.1.3. Tétel. Tekintsiink eqy tetszdleges olyan kommunikdcios protokollt, mely két n
hossziusdagu 0-1 sorozatrdl eldonti, hogy azonosak-e, és legyen h > 0. Ekkor azon a €
€ {0,1}" sorozatok szdma, melyekre az (a,a) bemeneten a protokoll kevesebb, mint h
bitet haszndl, kisebb, mint 2".

Bizonyitas. Minden (a, b) bemenetre jeldlje J(a, b) a protokoll ,, jegyzskonyvét”, vagyis
azt a 0-1 sorozatot, melyet az egymasnak kiildott bitek alkotnak. Azt allitjuk, hogy ha
a#b, akkor J(a,a)#J(b,b); ebbdl a tétel trividlisan kovetkezik, hiszen a h-nal révidebb
jegyzdkonyvek szama legfeljebb 20 — 1.

Tegyiik fel, hogy J(a,a)=J(b,b), és tekintsiik a J(a, b) jegyzSkonyvet. Megmutatjuk,
hogy ez is egyenld J(a, a)-val.

Tegyiik fel, hogy ez nem &ll, és legyen az i-edik bit az elsd, ahol kiilonboznek,
feltehetjiik pl., hogy ezt Adél kiildi. Az (a,a), (b,b) és (a,b) bemeneteken nemcsak,
hogy ugyanaz az els6 ¢ — 1 bit, hanem végig ugyanaz a kommunikaci6 iranya is. Adél
ugyanis nem tudja megmondani az elsé ¢ 1épésben, hogy Bélanal az a vagy b sorozat
van-e, és mivel azt a protokoll meghatarozza szaméra, hogy 6neki kell-e iizenni, ezt
az (a,a) és (a,b) bemenetre ugyanugy hatarozza meg. Ebben az id6pontban az (a,a)
és (a,b) bemenetek Adél szamara ugyanolyannak latszanak, és ezért az i-edik bit is
ugyanaz lesz, ami ellentmondas. Tehat J(a,b) = J(a,a).

Az (a,b) bemeneten a protokoll azzal végzddik, hogy mindkét jatékos tudja, hogy
kiilonb6z6 a két sorozat. De Adél szempontjabol a sajat bemenete is, és a kommunika-
ci6 is ugyanaz, mint az (a,a) bemeneten, igy a protokoll valamelyik bemeneten rossz
kovetkeztetésre jut. Ez az ellentmondés bizonyitja, hogy J(a,a) # J(b,b). O
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A kommunikécios komplexitas fogalménak egyik f6 alkalmazasa az, hogy néha al-
goritmusok lépésszédmara alsé korlatot lehet nyerni abbdl, hogy bizonyos adatrészek
kozotti kommunikacié mennyiségét becsiiljiik meg. Ennek a médszernek az illusztralé-
sara ujabb bizonyitast adunk az [[L2.3] tételre:

11.1.4. Tétel. Bdrmely egyszalagos Turing-gépnek Q(n?) lépésre van sziiksége ahhoz,
hogy eqy 2n hosszisdgu 0-1 sorozatrol eldontse, hogy palindroma-e.

Bizonyitas: Tekintsiink egy tetszéleges egyszalagos Turing-gépet, mely ezt a kérdést
eldonti. Ultessiik le Adélt és Bélat nugy, hogy Adél a szalag n-nél kisebb, vagy egyenls
sorszamu mezGit lassa, Béla pedig a szalag n-nél nagyobb sorszamu mezdit. A Turing-
gép szerkezetét (leirasat) mindkettGjiiknek megmutatjuk. Indulaskor tehat mindketten
egy n hosszusagu 0-1 sorozatot latnak, és azt kell eldonteniiik, hogy ez a két sorozat
egyenl-e (Adél sorozatat megforditva tekintve).

A Turing-gép miikodése Adélnak és Bélanak egyszerd protokollt kinal: Adél gon-
dolatban addig miikodteti a gépet, mig a fej az ¢ térfelén van, majd iizenetet kiild
Bélanak: ,Most megy at hozzad ...allapotban”. Ekkor Béla miikédteti gondolatban
addig, mig a fej az 6 térfelén van, majd megiizeni Adélnak, hogy milyen allapotban
van a gép, amikor ismét visszamegy Adél térfelére stb. Igy ha a gép feje k-szor megy &t
egyik térfélrsl a masikra, akkor klog |I'| bitet tizennek egymésnak. A végén a Turing-
gép a 0-adik mezére irja a valaszt, és igy Adél tudni fogja, hogy a sz6 palindroma-e.
Ezt 1 bit aran tudathatja Bélaval is.

AILT3 tétel szerint ezért legfeljebb 27/2 olyan palindroma van, melyre k log |T'| <
<n/2, vagyis a legtobb bemenetre a fej az n-edik és (n+1)-edik mezsk kozott legalabb
cn-szer halad at, ahol ¢ =1/(2log |I'|).

Ez még csak (n) lépés, de hasonld gondolatmenet mutatja, hogy minden h > 0
esetén, legfeljebb 2/ -2"/2 bemenet kivételével a gép az (n— h)-adik és (n—h+1)-edik
mez6k kozott legaldbb cn-szer halad 4t. Ennek bizonyitasa végett tekintsiink egy 2h
hosszisagi « palindromat, és irjunk elé egy n— h jegyd 3 és mogé n— h jegyd ~
sorozatot. Az igy kapott sorozat akkor és csak akkor palindroma, ha 3=~"1, ahol vy~ !-
gyel jeloltiik a v megforditasat. A[MLI.3 tétel és a fenti gondolatmenet szerint, minden
a-hoz legfeljebb 22 olyan 3 van, amelyre a 3a/3~" bemeneten a fej az n — h-adik és
n— h+ 1-edik mez6 kozott kevesebb, mint cn-szer halad at. Mivel az a-k szdma 2", az
allitas adodik.

Ha ezt a becslést minden 0 < h < n/2-re ésszeadjuk, a kivételek szama legfeljebb

2n/2+22n/2_|_42n/2++2n/2—12n/2 <2n7

igy van olyan bemenet, melyre a lépések szdma legalabb (n/2)-(cn) = Q(n?). O

11.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi kommunikdcids feladatokat nem lehet
a trividlisndl (azaz (n+1)-nél) kevesebb bittel megoldani. Adél és Béla bemenete egy n
elemi halmaz egy-eqy részhalmaza, X ésY. El kell donteniik, hogy

a) X ésY diszjunkt-e;

b) | XNY| pdros-e.
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11.2. Néhany protokoll

Eddigi példainkban a legravaszabb kommunikacios protokoll sem tudta tulteljesiteni
a trivialis protokollt (azt, hogy Adél a teljes informaciot elkiildi Bélanak). Ebben az
alfejezetben néhény olyan protokollt mutatunk be, mely a kommunikaci6 triikkos szer-
vezésével meglepGen oleson oldja meg feladatat.

11.2.1. Példa. Adél és Béla egy (elére rogzitett) n csicsu T' fa egy részfajat ismerik:
Adélé a Ty részfa, Bélaé a Ty részfa. Azt akarjak eldonteni, hogy van-e a Ty és Ty
részfaknak kozos pontjuk.

A triviélis protokoll nyilvan log M bitet hasznal, ahol M a T fa részfainak a szama;
M akér 2" '-nél is nagyobb lehet, pl. ha T egy csillag. (Kiilonboz6 részfak esetén Adél
tizenete kilonbozs kell, hogy legyen. Ha a Ty és T7 részfakra Adél ugyanazt iizeni, és
mondjuk Ty € T7, akkor van T4-nak olyan v csticsa, mely nincs benne 77-ban; ha Béla
részfaja az egyetlen v pontbdl all, akkor ezen iizenet alapjan nem tudhatja, hogy mi a
valasz.)

Nézziik azonban a kovetkezs protokollt: Adél kivalaszt egy x € V(T4) csucsot, és
elkiildi Bélanak (fenntartunk egy tizenetet arra az esetre, ha T4 iires; ebben az esetben
készen is vannak). Ha x cstcsa a Tp fanak is, készen vannak (erre az esetre Bélanak
van egy specialis iizenete). Ha nem, Béla megkeresi a Ty fa x-hez legkézelebbi pontjat
(legyen ez y), és elkiildi Adélnak. Ha ez Ts-ban van, akkor Adél tudja, hogy a két
fanak van kozos pontja; ha y nincs a T4 faban, akkor a két fanak egyaltaldn nincs
kozos pontja. Ez a protokoll csak 14 2[log(n+1)| bitet hasznal.

O——0 Adél faje

O --< Bélafaje

11.2. abra. Protokoll részfak diszjunktsagara

11.2.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a[I1.2.1. példdban barmely protokollhoz legaldbb
logn bit kell.

11.2.2. Feladat*. Finomitsuk a fenti protokollt ugy, hogy az csak logn—+loglogn+1
bitet haszndljon.

11.2.2. Példa. Adott egy n ponta G egyszeri graf. Adél a G graf egy teljes részgra-
fot feszité S, ponthalmazat, Béla egy fiiggetlen Sp ponthalmazat ismeri. El akarjak
donteni, van-e a két ponthalmaznak koézos pontja.
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Ha Adél teljes informaciot akarna adni Bélanak az altala ismert ponthalmazrol,
akkor log M bitre volna sziikség, ahol M a teljes részgrafok szama. Ez azonban lehet
akar 27/2 is, vagyis (a legrosszabb esetben) Adél Q(n) bitet kell, hogy hasznaljon.
Hasonl6 a helyzet Bélaval.

A kovetkezs protokoll 1ényegesen gazdasagosabb. Adél megnézi, hogy van-e az Su
halmazban olyan cstcs, melynek foka legfeljebb n/2 —1. Ha van, akkor egy 1l-est és
utéana egy ilyen v cstcs nevét kiildi el Bélanak. Ekkor mindketten tudjak, hogy Adél
halmaza csak v-bdl és bizonyos szomszédaibol 4ll, vagyis a feladatot egy legfeljebb n /2
csucsu grafra vezették vissza.

Ha S4-ban minden csics foka nagyobb, mint n/2 — 1, akkor csak egy 0-t kiild
Bélanak. Ekkor Béla megnézi, hogy az Sp halmazban van-e olyan cstics, melynek foka
nagyobb, mint n/2 — 1. Ha van, akkor egy l-est és egy ilyen w cstucs nevét elkiildi
Adélnak. Az el6z6ekhez hasonléan ezutan mar mindketten tudjak, hogy Sp a w-n
kiviil csak a w-vel nem szomszédos csiicsok koziil keriilhet ki, és ezzel a feladatot egy
legfeljebb (n+1)/2 csicsu grafra vezették vissza.

Végiil ha Sp-ben minden csucs foka legfeljebb n/2—1, Béla egy 0-t kiild Adélnak.
Ha mindketten 0-t kiildtek, akkor mar tudjak, hogy halmazaik diszjunktak.

A fenti fordulo legfeljebb O(logn) bitet hasznal és mivel a graf csicsszaméat felé-
re csokkenti, legfeljebb log n-szer lesz ismételve. Igy a teljes protokoll csak O(log®n).
Gondosabb szamolas mutatja, hogy a felhasznalt bitek szama legfeljebb [logn](2+

+ [logn])/2.
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11.3. Nemdeterminisztikus kommunikaciés bonyolult-
Sag

Ahogyan az algoritmusoknal, a protokolloknal is fontos szerepet jatszik a nemdeterminisz-
tikus véltozat. Ez — némileg a ,tantsitvany” fogalméval analég moédon — a kovetkezo-
képpen definialhat6. Azt akarjuk, hogy Adél és Béla barmely olyan bemenetére, mely-
re a valasz 1, egy ,szuperlény” kinyilatkoztathat egy rovid 0-1 sorozatot, mely mind
Adélt, mind Bélat meggydzi arrdl, hogy a valasz valoban 1. A | szuperlény” nyilatkoza-
tat nem kell elhinniiik, de mindketten csak annyit jelezhetnek, hogy a maguk részérsl
elfogadjak a bizonyitékot. Egy nemdeterminisztikus protokoll tehat bizonyos lehetséges
21, 2m € {0,1} kinyilatkoztatasokbol” all (valamilyen el6re lerogzitett ¢ hosszusag-
gal), melyek mindegyike Adél bizonyos bemenetei és Béla bizonyos bemenetei szamara
elfogadhatok. Egy bemenet-parhoz akkor és csak akkor van olyan z;, mely mindketts
szamara elfogadhato, ha a bemenet-parra a valasz 1. A ¢t paraméter, azaz a z; kinyi-
latkoztatasok hossza a protokoll bonyolultsiga. Végiil a C' matrix nemdeterminisztikus
kommunikdcios bonyolultsiga a ré alkalmazhaté nemdeterminisztikus protokollok mi-
nimalis bonyolultsaga; ezt kyp(C)-vel jeldljik.

11.3.1. Példa. AT 11l példaban, ha azt akarja bizonyitani a szuperlény, hogy a két
sorozat kiilonb6z6, elég azt nyilatkoznia: ,,Adél i-edik bitje 0, mig Bélaé nem az”. Ez —
a szoveges résztdl eltekintve, ami része a protokollnak — csak [logn]+1 bit, tehat joval
kevesebb, mint az optimélis determinisztikus protokoll bonyolultséga.

Megjegyezziik, hogy annak a bizonyitasat, hogy a két sz6 azonos, még a szuperlény
sem tudja elvégezni kevesebb, mint n bittel, mint azt mindjart latni fogjuk.

11.3.2. Példa. Tegyiik fel, hogy Adél és Béla egy-egy konvex sokszoget ismer a sikon,
és azt akarjak eldonteni, hogy van-e a két sokszognek kozos pontja.

Ha a szuperlény arrél akarja meggyézni a jatékosokat, hogy sokszogeik nem disz-
junktak, akkor ezt konnyen megteheti azzal, hogy kinyilatkoztat egy kozos pontot.
Mindkeét jatékos ellendrizheti, hogy a kinyilatkoztatott pont valoban hozzatartozik az
6 sokszogéhez.

Eszrevehetjiik, hogy ebben a példaban a tagadé valaszt is konnyen tudja bizonyitani
a szuperlény: ha a két sokszog diszjunkt, akkor elegendd egy olyan egyenest kinyilat-
koztatnia, melynek Adél sokszoge a jobbpartjan, Béla sokszoge a balpartjan van. (A
példa bemeneteinek és a nyilatkozatoknak a pontos bitszamét most nem targyaljuk, de
megjegyezzik, hogy ha két konvex sokszog a sitkban diszjunkt, akkor valamelyiknek az
egyik oldalegyenese jo elvalaszto.)

Legyen z a szuperlény egy lehetséges kinyilatkoztatasa, és legyen H, mindazon (i, j)
bemenet-parok halmaza, melyekre 2z ,meggy6zi” a jatékosokat arrél, hogy c;; =1. Eszre-
vehetjiik, hogy ha (i1, j1) € H, és (iq, jo) € H,, akkor (i1, jo) és (i, j1) is H,-be tartozik:
mivel (i1, 71) € H., Adél az i; bemenet birtokaban elfogadja a z kinyilatkoztatast ; mivel
(19, j2) € H,, Béla a js bemenet birtokaban elfogadja a z kinyilatkoztatast; igy tehéat
az (i1, j2) bemenet birtokdban mindketten elfogadjak z-t, és ezért (i1, j2) € H,.

Ezek szerint H,-t ugy is tekinthetjiik, mint a C' matrix egy részmatrixat, mely
nyilvanvaléan csupa 1-esbdl all. Egy nemdeterminisztikus protokoll lehetséges z kinyi-
latkoztatasaihoz tartozo H, részmatrixok lefedik a C' matrix 1-eseit, mert a protokoll
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minden olyan bemenetre kell, hogy vonatkozzon, melyre a valasz 1 (lehetséges, hogy
egy maétrixelem tobb ilyen részmatrixhoz is hozzatartozik). Tehat a C' méatrix 1-esei
lefedhetsk legfeljebb 2°~¥P(C) csupa-1-es részméatrixszal.

Megforditva, ha a C' matrix l-esei lefedheték 2! csupa-1l-es részméatrixszal, akkor
kénnyt ¢ bonyolultsagti nemdeterminisztikus protokollt megadni: a szuperlény annak
a részmatrixnak a sorszamét nyilatkoztatja ki, mely az adott bemenet-part lefedi.
Mindkét jatékos ellenérzi, hogy az & bemenete a kinyilatkoztatott részmétrix sora,
ill. oszlopa-e. Ha igen, akkor meg lehetnek gy&zédve, hogy a megfelel6 matrixelem 1.
Ezzel tehéat belattuk a kovetkezd allitast:

11.3.1. Lemma. xyxp(C) a legkisebb olyan t természetes szam, melyre a mdtriz 1-esei
lefedhetdk 2t csupa-1-es részmdtrixzszal. [

A MTTITl példa tagadasaban (ha a két bemenet egyenlgségét kell bizonyitani), a C
méatrix a 2" x 2"-szeres egységmaétrix. Ennek nyilvan csak 1x1-es részmétrixai csupa-
l-esek, igy az l-esek lefedéséhez 2" ilyen részmatrix kell. Igy ennek a feladatnak a
nemdeterminisztikus kommunikaciés bonyolultsaga n.

Legyen a r(C')=s. Ekkor C felbonthato 2° részmatrixra (melyek kozott iiresek, azaz
0 x 0 méretiiek is lehetnek), melyek fele csupa-0, fele csupa-1. Ezért a I1.3.1l lemma
szerint C' nemdeterminisztikus kommunikaciés bonyolultsaga legfeljebb s—1. Tehat

KND(C) S /{(C) —1.

A IT31 példa mutatja, hogy a két mennyiség kozott igen nagy eltérés lehet.

Jelolje C' azt a matrixot, melyet C-bél ugy kapunk, hogy minden 1-est 0-ra, minden
0-t l-esre cseréliink. Nyilvanvalo, hogy x(C) = x(C). A IL31l példa azt is mutatja,

hogy knp(C) és kyp(C) nagyon kiilonbozs lehet. Az el6z6 megjegyzések alapjan
max{1+xyp(C), 1+kxp(C)} < K(O).

A kovetkezd fontos tétel (Aho, Ullman és Yannakakis) azt mutatja, hogy itt mar nem
lehet tdl nagy az eltérés az egyenlGtlenség két oldala kozott

11.3.2. Tétel.
K(C) < (knp(C)+2) - (knp(C)+2).

Elesebb egyenl6tlenséget bizonyitunk be. Jelolje egy tetszéleges (nem csupa-0) C
0-1 matrix esetén o(C') a legnagyobb olyan ¢ szamot, melyre C-nek van olyan ¢ X t-es
részmétrixa, melyben — a sorok és oszlopok alkalmas atrendezése utdn — a fGatloban
l-esek, a f6atlo felett pedig 0-k allnak. Nyilvanvalo, hogy

o(C) <1k(C),
és a[IT.3.1l lemmabol kovetkezik, hogy
log o(C) < in(C).

Ezért az aldbbi egyenl6tlenséghdl a [11.3.21 tétel kovetkezik:
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11.3.3. Tétel. Ha C' nem csupa-0 madtriz, akkor
K(C) <2+ (log o(C)) (knp(C) +2).

Bizonyitas: Teljes indukciot hasznalunk o(C)-re. Ha o(C') =1 akkor a protokoll
trividlis. Legyen o(C) >1 és p=knp(C). Ekkor a C' matrix 0-sai lefedhetSk 2P csupa-0
részmétrixszal, mondjuk M, ..., Map-vel. Meg akarunk adni egy olyan protokollt, mely
legfeljebb (p+2)log o(C) bittel eldénti a kommunikécios feladatot. A protokoll régziti
az M; matrixokat, ezt tehéat a jatékosok is ismerik.

Minden M; részmatrixhoz tekintsiik azt az A; matrixot, melyet C-nek M;-t metsz6
soral, és azt a B; matrixot, melyet C-nek M;-t metsz6 oszlopai alkotnak. A protokoll

alapja a kovetkezd, igen kénnyen belathato allitas:

11.3.4. Allitas.
o(Ai)+o(B;) < o(C). O

Ezek utédn a kovetkezd protokollt irhatjuk els:

Adél megnézi, hogy van-e olyan i index, melyre M; metszi az & sorat, és melyre
0(A;) < 30(C). Ha igen, akkor elkiild egy 1-est és az i indexet Bélanak, és lezarult a
protokoll elsé fazisa. Ha nem, akkor azt lizeni, hogy 0. Ekkor Béla megnézi, hogy van-e
olyan ¢ index, melyre M; metszi az 6 oszlopat, és melyre o(B;) < %Q(C). Ha igen, akkor
elkiild egy 1l-est és az i indexet Adélnak. Ha nem, akkor 0-t kiild. Ezzel az els6 fazis
mindenképpen befejez6dott.

Ha az els6 fazisban akar Adél, akar Béla talal megfelel§ ¢ indexet, akkor legfel-
jebb p+2 bit kommunikacioja aran a feladatot egy olyan C” (= A; vagy B;) métrixra
szorftottédk meg, melyre o(C”") < $0(C). Innen a tétel indukciéval adodik.

Ha az els6 fazisban mindkét jatékos 0-t iizent, akkor be is fejezhetik a protokollt:
a valasz 1. Valoban, ha Adél soranak és Béla oszlopanak a metszéspontjaban 0 allna,
akkor ez beletartozna valamelyik M; részmatrixba. De erre a részmatrixra egyrészt

040> 50(C)

(mert Adélnak nem felelt meg), masrészt

1
o(Bi) > 50(C)
(mert Bélanak nem felelt meg). De ez ellentmond a fenti allitasnak. O
Erdemes megfogalmazni a fenti tételnek egy maésik kovetkezményét (vo. a [TIIL
lemmaéval):

11.3.5. Kovetkezmény. Ha C nem csupa-0 mdtriz, akkor
k(C) <2+ (log(tk(C))) (knp(C) +2). O

Megjegyzés. Kicsit tovabb is boncolgathatjuk az algoritmusok és protokollok analogi-
ajat. Legyen adva (az egyszertiség kedvéért négyzetes) 0-1 matrixoknak egy H halmaza.
Azt mondjuk, hogy H € P ha barmely C € H méatrix kommunikéciés bonyolultsé-
ga (loglog N)-nek egy polinomjanal nem nagyobb, ahol N a C' méatrix sorainak szdma.
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(Tehat ha a bonyolultsag a trivialis 1+ log N-nél lényegesen kisebb.) Azt mondjuk,
hogy H € NP*™™ ha barmely C' € H métrix nemdeterminisztikus kommunikécios
bonyolultsaga (loglog N)-nek egy polinomjanal nem nagyobb. Azt mondjuk, hogy H €
€ co-NP*™™ ha a {C: C € H} matrixhalmaz NP*""_ban van. Ekkor a[IT3.1l példa

mutatja, hogy
Pkomm 7é 1\Ilj)lcomm7
a[I1.3.2] tételbsl pedig az kovetkezik, hogy

Pkomm — NPkomm mCO-NPkomm.
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11.4. Randomizalt protokollok

Ebben a pontban példat mutatunk arra, hogy a randomizacio6 igen jelent&sen csokkent-
heti a protokollok bonyolultsdgat. Ismét azt a feladatot tekintjiik, hogy a két jatékos
bemenetei azonosak-e. Mindkét bemenet egy-egy n hosszusidgu 0-1 sorozat, mondjuk
x és y. Ezeket tekinthetjiik 0 és 2" —1 kozotti természetes szamoknak is. Mint lattuk,
ennek a feladatnak a kommunikaciés bonyolultsdga n+ 1.

Ha a jatékosok véletlen szamokat is valaszthatnak, akkor sokkal hatékonyabban
elintézhets a kérdés. Modelliinkén csak annyi a valtoztatés, hogy mindkét jatékosnak
van egy-egy véletlenszam-generatora, melyek fiiggetlen biteket generalnak (nem jelenti
az altaldnossiag megszoritasat, ha feltessziik, hogy a két jatékos bitjei egymastol is
fiiggetlenek). A két jatékos altal kiszamolt eredmény-bit egy valosziniiségi valtozo lesz;
akkor jo a protokoll, ha ez legalabb 2/3 valoszintiséggel az igazi értékkel egyenls.

Protokoll: Adél valaszt egy véletlen p primszamot az [1, N| intervallumbol (N értékét
majd megfelelGen megvalasztjuk), és elosztja x-et p-vel maradékosan. Legyen a maradék
r; ekkor Adél elkiildi Bélanak a p és r szamokat. Béla ellendrzi, hogy y = r (mod p).
Ha nem, akkor azt allapitja meg, hogy = # y. Ha igen, akkor azt allapitja meg, hogy
r =y. (A valaszbitet elkiildi Adélnak.)

El6szor is megjegyezziik, hogy ez a protokoll csak 2log N 4+ 1 bitet hasznal, mivel
0 <r<p<N. A probléma az, hogy tévedhet; nézziik meg, milyen irdnyban és milyen
valoszintséggel. Ha = = y, akkor mindig a helyes eredményt adja. Ha z # y, akkor
elképzelhetd, hogy x és y ugyanazt az osztési maradékot adja p-vel osztva, és igy a
protokoll hibas kovetkeztetésre jut. Ez akkor kovetkezik be, ha p osztoja a d = |z —y|
kiilonbségnek. Legyenek d primosztoi py, ..., px, akkor

d>pr-...-pxr>2-3-5-...-q,
ahol ¢ a k-adik primszam. Ismert szamelméleti tény, hogy
2:3-5-....q>20"

Mivel d < 2", ebbdl adodik, hogy ¢ < n és ezért k < m(n) (ahol 7w(n) a primek szama
n-ig). Igy annak a valoszintisége, hogy p-nek éppen a d egy primosztojat valasztottuk,

igy becstilhets:

k m(n)
< .
m(N) = m(N)

Marmost a primszamtétel szerint w(n)=an/logn, és igy ha N-et cn-nek valasztjuk, akkor
a fenti korlat aszimptotikusan 1/c, vagyis ¢ megfelels valasztasaval tetszélegesen kicsivé

tehets. Ugyanakkor az atkiildendd bitek szama csak 2log N+1 = 2logn + konstans.

Pr(p osztja d—t) =

Megjegyzés. Nem minden kommunikéiciés probléméaban segit ennyit a véletlen hasz-
nalata. A [[T11l feladatban lattuk, hogy két halmaz diszjunkt voltanak, ill. metszetiik
paritasanak a meghatérozasa determinisztikus protokollok szempontjabol ugyanugy vi-
selkedik, mint a 0-1 sorozatok azonos voltanak eldontése. Ezek a problémék azonban a
véletlent is megengeds protokollok szempontjabol mar masképp viselkednek, mint az
azonossag: Chor és Goldreich megmutatték, hogy a metszet paritasanak a kiszamita-
sahoz véletlent felhasznélva is 2(n) bit kell, Kalyanasundaram és Schnitger pedig két
halmaz diszjunkt voltanak eldontésére bizonyitotta be ugyanezt az alsé becslést.



12. fejezet

A bonyolultsag alkalmazasa:
kriptografia

Egy jelenség bonyolult volta a megismerésének {6 akadéalya lehet. Jegyzetiink — remél-
jik — bizonyitja, hogy a bonyolultsag nem csak akadalya a tudoményos kutatasnak,
hanem fontos és izgalmas targya is. Ezen feliil azonban olyan jelentés alkalmazasai is
vannak, melyekben egy feladat bonyolultsagat hasznaljuk ki valamilyen fontos cél eléré-
se érdekében. A [7l fejezetben példaul elemeztiik a pszeudovéletlenszam-generatorokat.
Ebben a fejezetben egy masik ilyen példat targyalunk, a kriptogrdfidt, vagyis a titkosira-
sok tudoméanyat. A bonyolultsagelmélet eredményeinek felhasznalasaval a titkosirasok
tulléptek a régrél ismert (katonai, hirszerzési) alkalmazasokon, és a szamitogépes biz-
tonsag, az elektronikus kereskedelem és bankolas, valamint az egész internet alapveté
részéve valtak.

12.1. A klasszikus probléma

A Felado egy x tizenetet akar elkiildeni a Cimzettnek (ahol z pl. egy n hosszusagu 0-1
sorozat). A cél az, hogy ha az tlizenet egy illetéktelen harmadik kezébe kertil, az ne értse
meg. Ehhez az {izenetet  kodoljuk”, ami azt jelenti, hogy a Felad6 az {izenet helyett
annak egy y kodjat kiildi el, melybdl a cimzett vissza tudja fejteni az eredeti lizenetet,
de egy illetéktelen nem. Ehhez egy d kulcsot hasznalunk, mely (mondjuk) ugyancsak
egy n hosszusagiu 0-1 sorozat. Ezt a kulcsot csak a Felado és a Cimzett ismerik.

A Felado tehat kiszamit egy y = f(x,d) kodot, mely ugyancsak egy n hosszisagu
0-1 sorozat. Feltessziik, hogy minden rogzitett d-re f(-,d) bijektiven képezi le {0,1}"-t
onmagara. Ekkor f~1(-, d) létezik, és igy a Cimzett, a d kulcs ismeretében, rekonstru-
alhatja az x tizenetet. A legegyszeriibb, gyakran hasznélt f fiiggvény az f(z,d)=x®d
(bitenkénti 6sszeadas modulo 2).
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12.2. Egy egyszerli bonyolultsagelméleti modell

Nézziink most egy olyan feladatot, melynek — latszolag — semmi koze az el6z6hoz. Egy
bankautomatabol lehet pl. pénzt kivenni. A szémlatulajdonos begépeli a nevét vagy
szamlaszamat (gyakorlatban egy kartyat dug be, melyen ezek az adatok megtalalhatok)
és egy jelszot. A bank szamitogépe ellendérzi, hogy valoban az tigyfél jelszava-e az. Ha
ezt rendben talalja, az automata kiadja a kivant pénzmennyiséget. Ezt a jelszot elvileg
csak a szamla tulajdonosa ismeri (az a kartyajara sincs rairva), igy ha & vigyaz ra, hogy
més meg ne ismerhesse, akkor ez a rendszer latszolag teljes biztonségot nyujt.

A probléma az, hogy a jelszot a banknak is ismerni kell, és igy a bank alkalmazottja
visszaélhet vele. Lehet-e olyan rendszert kialakitani, hogy a jelszot ellenérzé program
teljes ismeretében se lehessen a jelszot kikovetkeztetni? Ez a latszolag onellentmondo
kovetelmény kielégithetd!

Megoldas: az tigyfél felvesz n pontot 1-t6l n-ig szamozva, berajzol véletlenszert-
en egy Hamilton-kort, és hozzéavesz tetszélegesen tovabbi éleket. O maga megjegyzi a
Hamilton-kort; ez lesz a jelszava. A grafot (a Hamilton-kor kitiintetése nélkiil!) atadja
a banknak.

Ha a banknal valaki jelentkezik az tigyfél nevében, a bank a beadott jelszorol ellen-
6rzi, hogy a néla tarolt grafnak Hamilton-kore-e. Ha igen, elfogadja; ha nem, elutasitja.
Lathato, hogy még ha a grafot magat illetékteleniil meg is ismeri valaki, akkor is meg
kell oldania azt a feladatot, hogy az adott grafban Hamilton-kort keressen. Ez pedig
NP-nehéz!

Megjegyzések. 1. Természetesen a Hamilton-kor probléma helyett barmely mas NP-
teljes problémara is alapozhattuk volna a rendszert.

2. Fz a rendszer persze csak az alabbi két feltétel teljesiilése esetén biztonsagos. Egy-
részt meg kell biznunk a bank szoftverében, hogy a begépelt Hamilton-kort nem tarolja
el, csak addig van a memoridban, amig ellenérzi. Masrészt meg kell biznunk a kom-
munikécios csatornaban (és magaban a bankautomatéban) is, hogy az elkiildétt jelszot
senki sem hallgatja le. Igy a mai valosagban ez a modszer mar csak a fejezet késsbbi ré-
szeivel egytitt alkalmazva tekinthets biztonsagosnak, illetve lasd még a[I4.3l alfejezetet,
ahol pont ezt a kérdést boncolgatjuk.

3. Atsiklottunk egy nehéz kérdésen: hany tovabbi élt vegyen hozzéa az iigyfél a graf-
hoz, és hogyan? A probléma az, hogy a Hamilton-kor probléma NP-teljessége csak azt
jelenti, hogy megoldéasa a legrosszabb esetben nehéz. Azt, hogy hogyan lehet egy olyan
grafot konstrualni, melyben van Hamilton-kor, de ezt nehéz megtalélni, nem tudjuk.

Természetes otlet, hogy probéljuk meg ezt a grafot véletlen valasztéssal csinélni.
Ha az Gsszes n pontu grafok koziil valasztandnk egyet véletlenszertien, akkor megmu-
tathato, hogy ebben igen nagy valdszintiséggel konnyen lehet Hamilton-kort talalni. Ha
az n pontu és m éld grafok kozil valasztunk egyet véletlenszertien, akkor tul nagy m
vagy tul kicsi m esetén hasonlo a helyzet. Az m=(1/2)nlogn eset legalabbis nehéznek
latszik.
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12.3. Nyilvanos kulcsa kriptografia

Ebben a pontban egy olyan rendszert ismertetiink, mely szdmos ponton jelentsen
megjavitja a klasszikus kriptografia modszereit. ElGszor is megjegyezziik, hogy a rend-
szer nem annyira katonai, mint polgari célokat kivan megoldani. Az elektronikus posta
hasznalatdhoz a hagyomanyos levelezés olyan eszkozeit kell elektronikusan megoldani,
mint a boriték, alairas, cégjelzés stb.

A rendszernek N > 2 szereplGje van. Az i-edik szereplének van egy nyilvanos e;
kulcsa (ezt pl. egy ,telefonkonyvben” kozzéteszi) és egy titkos d; kulcsa, melyet csak 6
ismer. Van tovabba egy mindenki altal ismert kodolo/dekodold fiiggvény, mely minden
x lizenetbdl és (titkos vagy nyilvanos) e kulesbol kiszamit egy f(z,e) lizenetet. (Az
x lzenet és kodja valamely egyszeriien megadhaté H halmazbol legyen; ez lehet pl.
{0,1}"™, de lehet akar a modulo m maradékosztalyok halmaza is. Feltessziik, hogy az
x lizenet maga tartalmazza a feladd és a cimzett nevét, valamint a kiildési id6pontot
semberi nyelven” is.) Teljesiil, hogy minden = € H-ra és minden 1 <i < N-re

f(f(x,e),d;) = f(f(x,d;),e;) =x.

Ha az i-edik szerepls egy z iizenetet akar elkiildeni a j-ediknek, akkor ehelyett az y =
=f(f(x,d;),e;) lizenetet kiildi el. Ebbdl a j-edik az eredeti tizenetet az x=f(f(y, d;), e;)
formulaval ki tudja szamitani.

Ahhoz, hogy ez a rendszer hasznalhato legyen, az alabbi bonyolultségi feltételeknek
kell teljesiilniiik:

(B1) Adott z-re és e-re f(x,e) hatékonyan kiszamithato.

(B2) Az z, e; és tetsz6leges szamu d;,, ..., d;, (jr 7 ©) ismeretében f(x,d;) nem
szamithato ki hatékonyan.

A tovabbiakban a ,hatékonyan” alatt polinomialis id6t értiink, de a rendszer értel-
mezhetd mas eréforras-korlatozas mellett is.

A (B1) feltevés biztositja, hogy ha az i-edik szerepls a j-edik szerepldnek iizenetet
kiild, azt ki tudja szamitani polinomialis id6ben, és a cimzett is meg tudja fejteni po-
linomialis id6ben. A (B2) feltétel ugy is fogalmazhato, hogy ha valaki egy x {izenetet
az i-edik szereplS nyilvanos kulcsaval kodolt, és utana az eredetit elvesztette, akkor a
kodolt tizenetbdl a résztvevsk semmilyen koalicioja sem tudja az eredetit (hatékonyan)
rekonstrualni, ha az i-edik nincsen kozottiik. Ez a feltétel nyujtja a rendszer ,bizton-
sagat”. Ehhez a (B2) klasszikus kovetelmény mellett egy sor mas biztonsagi feltétel is
hozzatartozik.

12.3.1. Allitas. A j-edik szereplének sz016 dizenetet csak & (a j-edik) tudja megfejteni.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy illetéktelen szereplSk egy ki, ...k, csoportja meg-
tudja az f(f(z,d;),e;) lzenetet (akar azt is, hogy ki kiildte kinek), és ebbdl ki tudjak
hatékonyan szamitani z-et. Ekkor ki, ..., k), és az i-edik egyiitt az y = f(x,e;)-bdl is
ki tudna szamitani = = f(y, d;)-t. Legyen ugyanis z = f(z,e;), ekkor ismerik az y =
= f(x,e;) = f(f(z,d;),e;) lizenetet, és igy ki,..., k, eljarasat alkalmazva ki tudjak
szamitani z-t. De ebbdl az i-edik szerepls segitségével ki tudjak szamitani z-et is az
xr = f(z,d;) képlettel, ami ellentmond (B2)-nek (ha a j-edik nem volt a ky, ...,k sze-
repl6k kozott). O

Hasonl6 meggondolasokkal igazolhatok az alabbiak:
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12.3.2. Allitas. Nem tud senki az i-edik szerepld nevében tizenetet hamisitani, vagyis
a j-edik biztos lehet benne, hogy az tizenetet csak az i-edik kiildhette.

12.3.3. Allitas. A j-edik szerepld be tudja bizonyitani egy harmadik személynek (pl.
birdsdagnak) hogy az i-edik az adott tzenetet kiildte; ekdzben a rendszer titkos elemeit

(a d; és d; kulcsokat) nem kell felfedni.

12.3.4. Allitas. A j-edik szerepld nem tudja az tizenetet megmdsitani (és azt, mint az
i-edik tzenetét pl. a birdsdgon elfogadtatni), vagy az i-edik nevében mdsnak elkiildeni.

Egyaltalaban nem vilagos persze, hogy van-e a fenti (B1) és (B2) feltételeknek ele-
get tevd rendszer. Ilyen rendszert csak bizonyos szamelméleti bonyolultsagi feltevések
mellett sikeriilt megadni. (Javasoltak olyan rendszert is, melyrdl késébb kideriilt, hogy
nem biztonsagos — a felhasznalt bonyolultsagi feltételek nem voltak igazak.) A kévet-
kez6 pontban egy gyakran hasznalt, és a mai tudasunk szerint biztonsagos rendszert
frunk le.
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12.4. A Rivest-Shamir-Adleman kéd (RSA koéd)

Ennek a rendszernek (roviditett nevén RSA kddnak) egyszeriibb véltozataban a ,posta”
general maganak két n jegyd primszémot, p-t és ¢-t, és kiszamitja az m = pq szamot.
Ezt az m szamot kozzéteszi (de a primfelbontésa titokban marad!). Ezek utéan general
minden el6fizetének egy olyan 1 <e; <m szamot, mely (p—1)-hez és (¢—1)-hez relativ
prim. (Ezt megteheti ugy, hogy egy véletlen e;-t generédl 0 és (p—1)(q—1) kozott, és
az euklideszi algoritmussal ellendrzi, hogy relativ prim-e (p—1)(¢—1)-hez. Ha nem, @j
szammal probalkozik. Konnyt belatni, hogy log n ismétlés alatt nagy valdszintiséggel
kap egy jo e; szamot.) Ezek utan az euklideszi algoritmus segitségével talal olyan 1 <
<d; <m—1 szamot, melyre

eidi=1 (mod (p—1)(¢—1))

(itt (p—1)(g—1)=p(m), az m-nél kisebb, hozza relativ prim szamok szdma). A nyilvanos
kulcs az e; szam, a titkos kulcs a d; szam. Magat az lizenetet egy 0 <x <m természetes
szamnak tekintjiik (ha ennél hosszabb, akkor megfelel darabokra vagjuk). A kodolo
fiiggvényt az

f(z,e)=2° (mod m), 0< f(z,e) <m

formulaval definialjuk. A dekodoléasra ugyanez a formula szolgél, csak e helyett d-vel.

A kodolas/dekodolas inverz volta az Euler-Fermat-tételbol kovetkezik. Definicio sze-
rint e;d; = 1+@(m)r = 14+7r(p—1)(g—1), ahol r természetes szam. Igy ha (z,p) = 1,
akkor

F(f(,e),ds) = (z9) = a9% = x(a?1) "V =2 (mod p).
Masrészt ha p|x, akkor nyilvan

“%=0=2 (mod p).
Igy tehat

eid; —

% =2z (mod p)

minden z-re fennall. Hasonléan adodik, hogy

%% =2 (mod q),
és ezért
2% =2 (mod m).

Mivel az els6 és utolso szam egyarant 0 és m —1 kozé esik, kovetkezik, hogy egyenlGek,
vagyis f(f(x,e;),d;) = f(f(z,d;),e;) =x.

A (B1) feltétel konnyen ellenérizhets: x, e; és m ismeretében x®-nek m-mel vett
osztasi maradéka polinomialis id6ben kiszamithato, mint azt a[3.1l alfejezetben lattuk.
A (B2) feltétel legfeljebb csak az alabbi, gyengébb forméaban all fenn:

(B2’) Az x és e; ismeretében f(z,d;) nem szamithato ki hatékonyan.
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Ezt a feltételt ugy is fogalmazhatjuk, hogy Osszetett modulusra nézve e;-edik gyok
vonasa a modulus primfelbontasdnak ismerete nélkiill nem végezhets el polinomiélis
idében. Ezt a feltevést nem tudjuk bebizonyitani (még a P#NP hipotézissel sem), de
mindenesetre a szamelmélet jelenlegi allasa szerint igaznak latszik.

Az RSA kod fenti egyszerii valtozata ellen tobb kifogés is felhozhaté. ElGszor is, a
,posta” minden iizenetet meg tud fejteni, hiszen ismeri a p, ¢ szdmokat és a d; titkos
kulcsokat. De még ha fel is tételezziik, hogy a rendszer feldllasa utéan ezt az informa-
ciot megsemmisitik, akkor is nyerhetnek illetéktelenek informéciot. A legnagyobb baj
a kovetkezG: A rendszer bdarmely résztvevdje meg tud fejteni barmely mds résztvevd-
nek kildott tizenetet. (Ez nem mond ellent a (B2’) feltételnek, mert a rendszer j-edik
résztvevGje x-en és e;-n kiviil ismeri a d; kulcsot is.)

Tekintsiik tehat a j-edik résztvevdt, és tegyiik fel, hogy kezébe jut a k-adik részt-
vevének kiildott z = f(f(x,d;),ex) tizenet. Legyen y = f(x,d;). A j-edik résztvevs a
kovetkezSképpen fejti meg a nem neki sz6l6 tizenetet. Kiszamitja (e;d; —1)-nek egy u-v
szorzatta bontasat, ahol (u,e;) = 1, mig v minden primosztdja ep-nak is osztéja. Ez
ugy torténhet, hogy kiszamitja az euklideszi algoritmussal e és e;d; — 1 legnagyobb
kozos osztojat, vi-et, majd e és (e;d; —1)/v1 legnagyobb koézos osztojat, vo-t, majd
er és (ejd; —1)/(viv2) legnagyobb kozos osztojat, vs-at stb. Ez az eljaras legfeljebb
t=[log(e;d; —1)] lépésben véget ér, vagyis v;=1. Ekkor v=wv; - - - v; és u=(e;d; —1)/v
adja a kivant felbontést.

Vegyiik észre, hogy mivel (¢(m),e;) =1, ezért (p(m),v) = 1. Masrészt p(m)|e;d; —
— 1 =uw, és ebbdl kovetkezik, hogy p(m)|u. Mivel (u, e;) =1, az euklideszi algoritmus
segitségével a j-edik résztvevd ki tud szamitani olyan s és t természetes szdmokat,
melyekre se, =tu—+1. Ekkor

t

i =yy")' =y (mod m),

2=yt =y

Igy z-et a j-edik résztvev is ki tudja szamitani.

12.4.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a rendszer minden résztvevdje becstiletes 1is,
még mindig okozhat kiilsd személy bajt a kovetkezéképpen (legaldbbis ha nem tartjuk
be a kordbbi elvdrdst, hogy a levél maga tartalmazza a feladdt is és a cimzettet is).
Tegyiik fel, hogy eqy illetéktelennek kezébe jut eqy azonos szovegi levélnek két kilonbozd
személyhez kildott vdltozata, mondjuk f(f(z,d;),e;) és f(f(x,d;),ex), ahol (ej,ex) =1
(ez kis szerencsével fenndll). Ekkor az x széveget rekonstrudlni tudja.

Most leirjuk az RSA koéd egy jobb valtozatat. Minden i-re az i-edik szerepl generél
magénak két n jegyd primszamot, p;-t és ¢;-t, és kiszdmitja az m; = p;q; szdmot. Ezek
utan general magénak egy olyan 1 < e; < m; szamot, mely (p; —1)-hez és (¢; — 1)-hez
relativ prim. Az euklideszi algoritmus segitségével talal olyan 1 < d; < m; — 1 szamot,
melyre

eid;=1 (mod (p;—1)(g;—1)).

A nyilvanos kulcs az (e;, m;) parbdl, a titkos kules a (d;, m;) parbol &ll.
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Magat az lizenetet egy = természetes szamnak tekintjiik. Ha 0 < x < m;, akkor a
kodolo fiiggvényt gy, mint korabban, az

f(z,e;,my) =29 (mod m;), 0< f(x,e;,m;) <m;

formuléaval definidljuk. Mivel azonban a kiilonb6z6 résztvevék kiilonbozé m; modulust

hasznalnak, célszerd lesz kiterjeszteni az értelmezést kozos értelmezési tartoményra,

amit akar a természetes szamok halmazanak is valaszthatunk. Irjuk fel z-et m; alapta
5 o J o oae g C e

szamrendszerben: =) ;xymy, s szamitsuk ki a fliggvényt az

f(l’, €, mi) = Z f(xja €i, mi)mf
J

formulaval. A dekodolo fiiggvényt hasonloan definidljuk, e; helyett d;-t hasznalva.

Az egyszertibb valtozatra elmondottakhoz hasonléan kiévetkezik, hogy ezek a fiigg-
vények egymaés inverzei, hogy (B1) teljesiil, és (B2)-r6l is sejthetd, hogy igaz. Ebben a
valtozatban a ,posta” semmilyen olyan informaciéval nem rendelkezik, ami nem nyil-
vanos, és az egyes d; kulcsok természetesen semmilyen informéciot nem hordoznak a
tobbi kulcsra vonatkozolag. Igy itt a fent emlitett hibak nem lépnek fel.



13. fejezet

Halo6zatok bonyolultsaga

Az egyik legtobbet vizsgalt és legnehezebb feladat a szamitastudomanyban kiillonb6z6
alsd korlatokat bizonyitani szamitési problémak ids- és tarigényére. A legfontosabb

kérdés az, hogy PEN P, de ennél egyszeriibb kérdésekre sem tudjuk még a valaszt. A
klasszikus logikai megkozelités, mely a Pl fejezetben latott modszereket probélja erre
az esetre alkalmazni, ugy tiinik cs6dot mond.

Létezik egy masik, kombinatorikai médszer, mellyel als6 korlatokat lehet bizonyitani
szamitasi feladatok bonyolultsagara. Ez a megkozelités a Boole-hélozatokkal valo kisza-
mithatosagra miikodik szépen és elsGsorban a szamitas lépései kozti informacioeserét
probalja vizsgalni. Ezt a modszert egy szép (és elég bonyolult) bizonyitassal mutatjuk
be. (A kérdések nehézségét pedig jol mutatja, hogy ez a legegyszertibb bizonyitas ilyen
tipusu kérdésre!)

El6szor két egyszeri fiiggvényt fogunk vizsgalni, melyek:

A TOBBSEG filiggvény:

TOBBSEG (z1, .., 1,) = { 1, halegaldbb n/2 valtozo 1,

1 0, egyébként.
A PARITAS (vagy réviden XOR) fiiggvény :
PARITAS(x1,...,2,) =21 +29+-- -+, (mod 2).

Ezeket a fliggvényeket persze nem nehéz kiszamitani, de mi a helyzet, ha parhuzamos
szamitassal akarjuk Gket nagyon gyorsan kiszamolni? Ahelyett, hogy a nehezen ke-
zelhet6 PRAM-gépekkel dolgoznénk, inkabb a parhuzamos szamitas egy altalanosabb
modelljét, a kis mélységti Boole-hédlozatokat fogjuk vizsgalni.

Itt meg kell jegyezniink, hogy ha korlatozzuk a halézat befokat példaul 2-re, ak-
kor trivialis, hogy legalabb log n mélységli halozatra lesz sziikségiink; hiszen kiilénben
nem is fligghetne a kimenet az Gsszes bemenettdl (lasd az alabbi feladatot). Tehat
a halozatok most nemkorlatozott be- és kifokuak lesznek (ez a CRCW PRAM-gépek
megfelelGje).

13.0.2. Feladat. Ha egy Boole-hdldzat befoka 2 és n inputja van, melyek mindegyikétdl
fiigg a kimenet, akkor a mélysége legaldbb logn.

Emlékeztetiink ra, hogy az [Il fejezetben lattuk, hogy barmely Boole-fiiggvény ki-
szamithato 2 mélységi hélozattal. De olyan egyszerd fiiggvények, mint a TOBBSEG
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esetén is exponencialisan nagy halézatokat kapunk igy. Ha polinomialis algoritmussal
szamitunk ki ilyen tipusu fiiggvényt, akkor, mint ahogy szintén az [l fejezetben lattuk,
polinomialis méretti Boole-halozatot lehet bel6liik csinalni, azonban ezek nem feltét-
lentil lesznek sekélyek (tipikusan linearis, de ha elég gondosak vagyunk, logaritmikus
mélységriek lesznek).

Lehet olyan halézatot csindlni, ami egyszerre lesz kicsi (polinomiélis méretii) és se-
kély (logaritmikus mélységii)? A valasz néhany egyszertinek tiing fliggvény esetén is
nemleges. Furst-Saxe-Sipser, Ajtai majd Yao és Hastad cikkeiben egyre erésebb eredmé-
nyek sziilettek, melyek azt bizonyitottak, hogy a PARITAS-t kiszamol6 barmely konstans
meélységii halozat exponencialis méret és minden polinomidlis méretii halozat (szinte)
logaritmikus mélységi. A bizonyitas til bonyolult ahhoz, hogy itt ismertessiik, de a
tételt kimondjuk pontosan:

13.0.1. Tétel. Minden n bemenetd és d mélységi hdlozat, mely a PARITAS-t szdamitja
ki legaldbb (110D o,

Nem sokkal késébb Razborov hasonlé eredményt bizonyitott a TOBBSEG-16l. O
még PARITAS (XOR) kapukat is megengedett a halézatban a szokasos ES, VAGY és
NEGACIO kapuk mellett. Az itt kiovetkezé korantsem konnyd bizonyitast elsGsorban
lelkesebb olvasdinknak ajanljuk.
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13.1. Als6 korlat a TOBBSEG-re

ElGszor is lassuk pontosan a tételt, amit be szeretnénk latni.

13.1.1. Tétel. Ha egy ES, VAGY, XOR, és NEGACIO kapukat tartalmazd, TOBBSEG-et
kiszamito, 2n—1 bemenetd hdalozat mélysége d, akkor a mérete legaldabb 2”<1/2d>/10\/ﬁ.

Az 6tlet az, hogy az igazi kapukat approximalni fogjuk. Ezek az approximéléd kapuk
nem a TOBBSEG-et, hanem annak csak egy kozelitését fogjak kiszamitani. Az appro-
ximécié pontossagat igy fogjuk mérni, hogy megszamoljuk hany bemenetre fog kiilon-
bo6zni a mi approximal6 halézatunk kimenete a TOBBSEG kimenetétsl. Arra vigyazunk,
hogy az approximal6 fiiggvény, melyet igy kapunk, ne legyen til bonyolult, hanem a be-
menetnek valamilyen ,egyszerd” fliggvénye legyen. Végiill megmutatjuk, hogy barmely
segyszerd’ fiiggvény a bemenetek jelentds részén el kell, hogy térjen a TOBBSEG-t4l,
tehat nem approximalhatja jol. Mivel minden kapu csak egy kicsit ronthat az approxi-
méacion, ezért azt kapjuk, hogy sok kapunk kell, hogy legyen.

A bizonyitashoz elGszor is bevezetjilk az f, un. k-kiszobfigguényeket. Egy k-
kiiszobfliggvény definicié szerint akkor 1, ha a bemenetei koziil legalabb k& darab egyes.
Konnyen lathato, hogy ha van egy TOBBSEG-et kiszamito, 2n — 1 bemenetd, d mélysé-
gl, s méretd halozatunk, akkor mindegyik 1 <k <n-re van n bemenetd, d mélységt, s
méretd halozatunk, mely a fi-t szamitja ki (lasd az alabbi feladatot). Tehat ha fi-ra
sikeriil adnunk egy jo also korlatot, az a TOBBSEG-te is hasznalhato lesz. Mi k= [(n+
+h+1)/2]-6t fogjuk vizsgalni egy megfeleléen valasztott h-ra.

13.1.1. Feladat. Tegyiik fel, hogy eqy s méreti, d mélységi, 2n —1 bemenetid hdlozat
kiszamitja a TOBBSEG-et. Mutassuk meg, hogy ekkor minden 1 <k <n-re létezik eqy s
méretd, d mélységd hdlozat, mely az n bemeneti f;. k-kiiszobfligguényt szdmitja ki.

Minden Boole-fiiggvényt ki lehet fejezni a két elemii test feletti polinomként. Ebben
a részben tehat 0-1 értékid polinomok esetén az Gsszeadas mindig modulo 2 értendd.
Ez a megfeleltetés szorosan Osszefiigg a kiszamité halozattal. Ha a p; és ps polinom
felel meg két héalozatnak, akkor p; + ps fog megfelelni a halozatok XOR-janak, pips az
ES-ének és (p; +1)(pa+1)+1 a VAGY-anak. A p halézatanak NEGACIO-jat 1—p fejezi
ki.

A Boole-fliggvények egyszertiségét most a reprezentalé polinomok fokaval fogjuk
mérni, ezt fogjuk egyszertien a fiiggvény fokdnak hivni. Egy input foka példaul 1, tehat
ezek valoban egyszertiek. De a fokszam gyorsan néhet, mivel nem korlatoztuk egy kapu

bemeneteinek szamét. Mar egyetlen VAGY kapu is tetszélegesen nagy foku fiiggvényt
adhat!

Ezért hasznaljuk azt a triikkot, hogy a fiiggvényeket alacsony fokii polinomokkal
approximaljuk. A kdvetkezs lemma biztositja a kozelités pontossagat.

13.1.2. Lemma. Legyenek gi,...,gm legfeljebb h fokiu Boole-fligguények ugyanazon
az n bemeneten. Legyen r > 1 és f = \/I", g;. Ekkor létezik egy f' legfeljebb rh foki
Boole-fiigguény, mely f-tdl legfeljebb csak 2"~" darab bemenet esetén kiilonbozik.

Bizonyitas: Valasszuk ki az {1, ..., m} halmaz egy véletlen részhalmazat, ahol minden
elemét 1/2 eséllyel vessziik be a halmazunkba. Ezt ismételjiik meg r-szer, az igy kapott
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véletlen halmazokat jeldlje I4,..., I,.. Legyen

f J, = Z 9i
i€l
és tekintsiik az f' = \/:.:1 f; fiiggvényt. Ennek a foka legfeljebb rh lehet (mert, mint
lattuk, a VAGY kapuval vald Gsszekapcsolas polinomja kifejezhetd a fenti moédon az
eredeti polinomokkal, az Gsszeadas pedig nem noveli a fokot). Azt allitjuk, hogy f’
pozitiv valoszintiséggel ki fogja elégiteni az approximécios kdvetelményt.

Tekintsiink egy tetszéleges a inputot; azt allitjuk, hogy annak az esélye, hogy
f'(a) # f(«) legfeljebb 27". Ehhez két esetet valasztunk szét. Ha minden i-re g;(«) =0,
akkor f(a)=0¢és f'(a)=0, tehat megegyeznek. Ha nem, akkor rogzitsiink egy i-t, amire
gi(a)=1. Ekkor minden f}(«) pontosan 1/2 valészintiséggel lesz 0 és 1, hiszen g;-t vagy
belevessziik, vagy nem. De f'(a) =0 csak akkor lehet, ha minden j-re fi(a) =0, tehat
ennek az esélye 27". Vagyis azt kaptuk, hogy azon inputok szaméanak varhato értéke,
ahol f’+ f legfeljebb 277", Tehat lesz egy olyan f’, amire ez legfeljebb 2”77 ezt akartuk
bizonyitani. O

13.1.3. Kévetkezmény. Ugyanez igaz a VAGY helyett az ES fiigguényre is.

Bizonyitas: Legyen f= A", g;=1+ fo, ahol nyilvan fo=\/;",(1+g;). Mivel az 1+g;
fiiggvények is legfeljebb h fokuak, igy f' =1+ f} jo lesz. [

Most megmutatjuk, hogy barmely alacsony foku fiiggvény rosszul kozeliti az fj
kiiszobfiiggvényt.

13.1.4. Lemma. Legyen n/2 <k <n. Minden n vdltozds, legfeljebb h =2k —n—1 foki
fiigguény legalabb (Z) mputon kilonbozik fi.-tol.

Bizonyitas: Legyen g egy h fokd polinom és legyen B azon inputok karakterisztikus
vektorainak halmaza, melyeken g kiilonbozik fi-tol. Legyen A a pontosan k darab 1-est
tartalmazo vektorok halmaza.

Egy f n valtozos Boole-fiiggvényre legyen f(z) = > <z f(y), ahol a < azt jelen-
ti, hogy y koordinatanként kisebb, vagy egyenls x-nél (azaz az y-hoz tartozoé halmaz
az x-hez tartozé halmaz részhalmaza). Vilagos, hogy az x;, - - - ;. monomhoz tartozo
flzy,. ... x,) = /\;:1 x;, fiiggvényre f(x) =1 pontosan akkor, ha minden j-re z;; =1,
és az Osszes tobbi £ helyen x, = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy egy f fiiggvény foka akkor
és csak akkor legfeljebb h, ha f eltiinik minden vektoron, amiben tobb, mint h darab
1-es van. Ezzel szemben fk—rél azt tudjuk, hogy 0 az 6sszes legfeljebb k—1 darab 1-est
tartalmazo vektoron és 1 az Osszes pontosan k darab 1-est tartalmazoé vektoron.

Tekintsiik azt az M = (mgy,) méatrixot, melynek soraihoz A, oszlopaihoz pedig B
elemei vannak rendelve és

_J 1, haa>b,
Mab = 0, egyébkeént.

Azt akarjuk megmutatni, hogy a matrix oszlopai generaljdk a teljes GF(2)* teret.
Ebbél persze kivetkezik, hogy |B| > |A| = (}).

Legyen aq,ay € A és jelolje a; A as a koordinatankénti minimumukat. Ekkor, B
definicidja szerint,

domaw= Y, 1= Y (flw)tgw)= Y flw+ Y glw.

b<aj b<aiAag u<aiAag u<aiAag u<aiNag
beB beB
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A jobb oldal méasodik 6sszeadandoja 0, mivel a; Aas legalabb h+41 darab 1-est tartalmaz
h valasztasa miatt. Az els§ Osszeadando pedig csak akkor nem nulla, ha a; = a,. Tehat
ha Osszeadjuk az a;-nél kisebb vektornak megfeleld oszlopokat, akkor épp az a;-nek
megfelels koordinatdhoz tartozo egységvektort kapjuk, ezek pedig nyilvan generaljak
az egész teret. 0
Innen mar nem nehéz befejezni a [[3.1.1l tétel bizonyitasat. Tegyiik fel, hogy adott
egy d mélységt, s méreti halozat, mely az n bemenetd fi fiiggvényt szamitja ki. Alkal-
mazzuk a[[3.12 lemmat r = [n'/?% |-re, hogy kozelitsiik a halozat VAGY és ES kapuit
(a NEGACIO és XOR kapu nem néveli a fokot). Igy az i. szintig kiszamitott polinomok
foka legfeljebb r? lesz, azaz a végén kapott pj, kozelits polinom foka legfeljebb 79 lesz.
AZT4 lemmabol kévetkezik (k= [(n+7r?+1)/2] vélasztassal), hogy a py polinomunk
legalabb (Z) helyen kiilonbozik fi-tol. Tehat a két lemmét Osszerakva azt kapjuk az
eltérések szaméanak megbecslésébdl, hogy s-2"7" > (Z) Ebb6l egyszeri szamolassal

s> (" 2T_">—2r
—\k 10y/n’

ami épp a kivant exponencialis also6 korlatot adja. Il

13.1.2. Feladat*. Jelolje MOD3 azt a Boole-fiigguényt, melynek értéke akkor 1, ha
bemeneteinek dsszege oszthato 3-mal. Bizonyitsuk be, hogy ha eqy n bemenetidi MOD3
fiigguényt eqy konstans mélységii ES, VAGY, XOR, és NEGACIO kapukat tartalmazo
hdlozat kiszamolja, akkor mérete exponencidlis n-ben.
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13.2. Monoton hal6zatok

A halézati bonyolultsag talan egyik legkomolyabb eredménye Razborov nevéhez fi-
z6dik, 1985-bél. Ez azért kiilonbozik a tobbi eredménytsl, mert semmilyen megkotés
nincs a halozat mélységére; sajnos azonban sziikség van egy igen komoly megszori-
tasra, nevezetesen arra, hogy a hélézat monoton. Akkor hivunk egy Boole-halozatot
monotonnak, ha egyik bemenete sem negéalt és nem tartalmaz a héalézat egy NEGACIO
kaput sem. Nyilvanvalo, hogy ilyen halozattal csak monoton fiiggvényeket lehet kiszé-
mitani; azt sem nehéz latni, hogy barmely monoton fliggvény kiszdmithaté monoton
hélozattal. Elég sok nevezetes fiiggvény monoton, példaul az NP-beli parositas, klikk,
szinezhetGség stb. feladatokhoz tartozo Boole-fliggvények mind monotonok. Példaul a
k-klikk fiiggvény definicioja az alabbi: (g) bemenete van, melyeket z;;-vel jeloliink (1<
<1< j<n) és ezek egy graf éleinek felelnek meg. A kimenet 1, ha a grafban van k
méretd klikk. Mivel ez a feladat NP-teljes, ezért ebbdl kovetkezik, hogy minden NP-beli
probléma polinomialis id6ben visszavezethet§ egy monoton fiiggvény kiszdmitaséra.

Razborov szuperpolinomiélis alsé korlatot adott a klikket kiszamit6 monoton ha-
l6zat méretére anélkiil, hogy barmilyen megszoritast tett volna a hal6zat mélységére.
Ezt az eredményt javitotta meg kés6bb Andreev, Alon és Boppana, akik exponencialis
also korlatot bizonyitottak a k-klikkre.

De ezekbdl az eredményekbdl nem kdvetkezik semmilyen alsé becslés a klikket ki-
szamité nemmonoton halézatok méretére. Tardos Eva konstrualt egy olyan monoton
Boole-fiiggvény csaladot, melyeket polinomialis idében ki lehet szdmitani, de egy ket
kiszamité6 monoton Boole-haldézatnak exponencialisan sok kaput kell tartalmaznia.



14. fejezet

Interaktiv bizonyitasok

14.1. Hogyan taroljuk az utols6 lépést sakkban?

Adél és Béla telefonon sakkoznak. Félbe akarjak szakitani a jatékot az éjszakara; hogy
tehetik ezt meg, hogy egyikiiknek se legyen meg az elénye, hogy egész éjjel gondol-
kozhat a lépésén? Egy bajnoksagon ilyenkor az utolsé 1épést nem teszik meg a tablan,
hanem leirjak, boritékoljak, és a bironal letétbe helyezik. Most nincs se biro, se boriték,
s6t semmilyen kapcsolat a telefonon kiviil. Aki utolsonak lépne (példaul Adél), annak
valamit el kell mondani, amibél Béla nem tud meg semmit a lépésrél, viszont mikor
kovetkezs reggel Adél még egy kis informéciot, egy ,kulcsot” ad, annak segitségével
Béla rekonstrualni tudja a 1épést, de Adél nem tudja megvaltoztatni az esti dontését.

Ez igy biztos lehetetlen?! Ha elég informaciét ad Adél elsére, hogy egyértelmi
legyen a lépése, akkor Béla azt konnyen kitaldlhatja; ellenkezs esetben pedig Adél-
nak még tobb lehetGsége marad, amelyek koziil éjjel valaszthat. Ha informacioelméleti
szempontbol nézziik a kérdést, tényleg nincs esélylink megoldani, de a bonyolultsag a
segitségiinkre lesz: nem elég megtudni az informaciot, ki is kell tudni szamitani.

A megoldéashoz sziikséges algoritmikus szédmelméletrél mar volt sz6 az B2l alfeje-
zetben. Adott N természetes szamrol polinom idében el lehet donteni, hogy prim-e.
Réadasul ezen algoritmusok (legalabbis a randomizélt valtozatok) igen hatékonyak, és
jol miikddnek tobb szaz jegyid szamokon is. Viszont minden ismert primtesztels al-
goritmusnak megvan az a (kissé furcsa) tulajdonsaga, hogy ha azt talaljak, hogy N
nem prim, akkor altaldban nem talaljak meg N kisebb természetes szamok szorzatéara
torténd felbontasat (mivel arra, hogy N nem prim, legtébbszor abbol kévetkeztetnek,
hogy megsérti a kis Fermat-tételt). Jelenleg lehetetlennek tiinik egy (elég nagy) N
természetes szam primfaktorizaciojanak megtalalasa.

Megjegyzés. Természetesen nagy teljesitményd szuperszamitogépekkel és parhuza-
mos rendszerekkel lehetséges nagy szamok felbontésa is, viszont a jelenlegi korlat kb.
100 szamjegy kortil van, és a bonyolultsag nagyon gyorsan (exponencialisan) né szam-
jegyenként. Egy 400 jegyt szam primfaktorizacidjanak megtalalasa el6relathatéan még
sokdig messze meghaladja a szamitogépek lehetGségeit.

Most ratériink a megoldasra: Adél és Béla el6re megallapodnak, hogy minden 1épést
egy 4 jegyt szammal kodolnak. Ezt a 4 szamjegyet Adél kiegésziti egy 200 jegyt primmé
(véletlenszerten kiterjeszti és teszteli, hogy prim-e, a nagy primszamtétel miatt varhato
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értékben In 102%° & 460 probalkozés elég). General még egy 201 jegyi primet, és az N
szorzatukat kiildi el Béldnak. Reggel mind a két primet elkiildi Bélanak, aki ellenérzi,
hogy ezek valoban primek, szorzatuk N (azaz Adél nem csalt), és rekonstrualja a lépést.

Az N szam minden informaciot tartalmaz a lépésrél (ami a kisebb primfaktor els
négy jegye), igy Adélnak nincs lehetGsége (IV elkiildése utan) valtoztatni rajta, Béla-
nak meg a 1épés kitalaldsdhoz meg kéne talalnia N primfaktorizaciojat, ami szintén
esélytelen, igy Béla csak akkor tudja meg a lépést, amikor mésnap reggel megkapja a
felbontéast.

Valojaban egy elektronikus ,boritékot” (vagy inkabb  kulcsos ladikat”) hoztak lét-
re: egy modszert, amellyel informéciét helyezhetiink letétbe valamikor, hogy ahhoz
csak egy adott késsbbi id6pontban (a kulcs atadéasakor) lehessen hozzaférni, és koz-
ben ne lehessen megvaltoztatni. A kulcsszerepet a megoldésban a bonyolultsdg adta,
a faktorizacio kiszamithatatlansdgaval. Ugyanigy itt tetszéleges olyan NP-beli problé-
méat hasznalhatnank, ami varhatéan nincs P-ben. Erre vonatkozolag lasd még a [T.3
alfejezetet is az egyiranyu fiiggvényekrsl.

Az altalanos sémét pontosabban csak egy bit elrejtésére irjuk le, hiszen hosszabb
tizeneteket bitenként mar igy is el tudunk kiildeni/rejteni. A kulcsos ladikanknak egy
f:{0,1} x{0,1}™ — {0,1}" fiiggvény fog megfelelni a kovetkezs tulajdonsidgokkal:

(a) a fiiggvény polinom idében kiszamolhato (amibdl kovetkezik az is, hogy N az n
polinomjaval becsiilhetd);

(b) f(0,y) # f(L,y) (minden y € {0,1}"-re);

(c) minden A : {0,1}¥ — {0,1} randomizalt polinom idejif algoritmusra és minden
z € {0,1}-re annak a valoszintsége, hogy A(f(x,y)) = x legfeljebb elhanyagolhatéan
nagyobb, mint 1/2, ha y € {0,1}"-et egyenletes eloszlassal valasztjuk.

Az imént ismertetett moédszerben megmutattuk, hogy hogyan konstrualhato kulcsos
ladika, ha a primfaktorizacié bonyolult.
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14.2. Hogyan ellenérizziik a jelsz6t — anélkiil, hogy
tudnank?

Egy bankautomata név és jelsz6 alapjan mikodik. Ez a rendszer biztonsagos, amig a
jelszo titokban marad. A gyenge pontja a rendszernek az, hogy a bank szamitogépének
tarolnia kell a jelszot, és igy azt annak programozoja is megtudhatja, hasznalhatja.

A bonyolultsagelmélet segitségével létrehozhato egy rendszer, mellyel a bank ellen-
6rizheti, hogy az tligyfél tudja-e a jelszot — anélkiil, hogy tarolna magat a jelszot. Egyik
megoldas a telefonos sakkos példank konstrukciojat hasznalja: a jelszo egy 200 jegyd P
primszam (ami persze mindennapos hasznalatra tul hosszi, de ez illusztralja legjobban
az Otletet). Amikor megvélasztjuk a jelszavunkat egy 201 jegyt primet is valasztunk,
kiszamoljuk az N szorzatukat, és ezt adjuk meg a banknak. A bank pénzfelvételkor azt
ellendrzi, hogy a P jelszavunk osztja-e N-et (ami egy szamitogépnek trivialis feladat
még ekkora szamokra is). Az el6z6 pontban leirtak alapjan N ismeretében a progra-
mozonak nincs esélye kitalalni a jelszavunkat.

Tegyiik fel, hogy egy rossz tutra tévedt programozd megtudja az tigyfél fajljaibol
az N szamot. Ahhoz, hogy ezt hasznédlva megszemélyesitse az tigyfelet, meg kell ta-
lalnia az N szam egy 200 jegyd osztojat, ami lényegében ugyanaz a feladat, mint N
primfaktorizaciojanak megtaldlasa, és ez, mint ezt fent mar megjegyeztiik, rettents-
en bonyolult. Igy — bar minden sziikséges informaciot tartalmaz N — a faktorizacios
probléma szamitési bonyolultsaga megvédi az iigyfél jelszavat.

Sok maés rendszer is adhatd, emlékezziink vissza a [[2.2l fejezetben adott megol-
dasra, ahol az iigyfél felvesz 1000 ponton egy véletlen Hamilton-kort, majd hozzaad
véletlenszertien 5000 élet.

Szamos mas matematikai probléma (bizonyos szempontbél minden NP-beli, amely
varhatoan nincs P-ben) a fentiekhez hasonléoan megad egy sémat.
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14.3. Hogy hasznaljuk a jelszavunkat — anélkiil, hogy
elmondanank ?

Az el6z6 pontban leirt modszer akkor jo, ha a program megbizhato; viszont mi torténik,
ha a program a megadott jelszét pénzfelvételkor megjegyzi, és megadja a programozo-
nak? Ebben az esetben a jelszot csak egyszer hasznalhatjuk, és nem latszik semmi kitt
— hogy hasznélhatjuk a jelszavunkat, anélkiil, hogy elmondanank a szamitogépnek?

Elég paradoxnak tiinik, de valdjaban van olyan modszer, amivel meqgqgydzhetd a bank
arrol, hogy tudjuk a jelszot — anélkil, hogy barmit is eldrulndnk réla. Az alabbi, Blum-
tol szarmazd protokoll informaélis leirdsdban az olvaso jatssza a bank (illetve a sza-
mitogép), én pedig az ligyfél szerepét. Két irasvetit6t fogok hasznalni, az egyiken a
bank altal is ismert G graf lesz lathato (melynek csucsait tetszélegesen beszamozzuk),
a masikon pedig 2 folia lesz egymason, a felsén a masik irasvetitén lathato graf egy
,véletlen” atrajzolasa és a csticsok szamozasa lathato, azaz hogy az eredetiben melyik
cstcs itt melyiknek felel meg; az alsora pedig a Hamilton-kor éleit huzzuk be (egy zart
torott-vonalat rajzolunk), amelyeket a felss folia megfelels élei elfednek, erre nem irunk
szamokat. Fzek a folidk egy papirlappal le vannak takarva.

Most az olvas6 valaszthat: csak a papirt, vagy a papirt és a felsg foliat tavolitsam
el. Akarmelyiket is valasztja, semmilyen informécié nem deriil ki a Hamilton-korrdl,
hiszen az olvas6 vagy egy megfelel§ csticsszami zart torott-vonalat, vagy az eredeti
graf egy izomorf lerajzolasat latja.

Viszont az, hogy az olvaso azt latja, amit vart, bizonyitéka annak, hogy én ismerem
a graf Hamilton-korét! Ha nem ismerném, csalnom kellene, azaz vagy egy kevesebb
cstcsbol allo zart (vagy akar nyilt) tordttvonalat rajzolok az also folidra, vagy a két
egymasra rakott folian lathato graf kiillonbozik az elsé vetitén kivetitettsl.

Persze 1/2 valoszintiséggel lehet szerencsém akkor is, ha csalok, de ha ezt 100-szor
elismételjiik mar csak 2719 valoszintiséggel nem bukom le, ami sokkal kevesebb, mint
annak a valoszintisége, hogy egy meteorit zuhan az épiiletre a mitivelet sordn. Tehat,
ha 100-szor egymas utan az olvasd azt latja, amit var, akkor ez egy bizonyitds-nak
tekinthetd arra, hogy én valéban ismerek egy Hamilton-kort a grafban!

Hogy ezt precizzé tegyiik, meg kell szabadulnunk az olyan nem matematikai fogal-
maktol, mint az irasvetits. Az els6 részben leirt elektronikus boritékot hasznalva ezt
az olvasd konnyen megteheti.

14.3.1. Feladat. Irjuk le formdlisan a fenti megolddst boritékokkal.

Megjegyzés. A legérdekesebb része a fenti modszernek az, hogy kiterjeszti a bizo-
nyitas fogalmdt, ami (legalabbis matematikdban) tobb, mint kétezer éve valtozatlan.
Klasszikus értelemben a bizonyitast a szerzd (akit mi Bizonyitonak hivunk) leirta, és
ezt az olvaso (akit mi Ellendrnek hivunk), ellendérzi. A targyalt modszer interaktiv: a
Bizonyito altal tett 1épés fligg az Ellendr kérdésétsl. Az interaktiv bizonyitési rendsze-
rek fogalmat egymastol fliggetleniil vezette be Goldwasser, Micali és Rackoff, illetve
Babai 1985-ben, és rengeteg mély és megleps szamitastudomanyi, illetve matematikai
logikai eredményhez vezettek.

Azt a tipusu interaktiv bizonyitast, amit itt ismertettiink, azaz ahol az Ellenér
semmilyen informaciét nem kap azon az egy biten kiviil, hogy a Bizonyit6é korrekt, nul-
laismerettd bizonyitds-nak, vagy elterjedtebb nevén zero-knowledge proofnak nevezzik.
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Ezt az elnevezést Goldwasser, Micali és Rackoff vezette be 1989-ben.
14.3.2. Feladat. Tervezziink nullaismeretd bizonyitdst eqy graf 3-szinezhetdségére.

Az interaktiv bizonyitasok viszont szamos mas szempontbol is érdekesek, ezeket
targyaljuk a fejezet tovabbi részében.

Megjegyzés. Egy méasik vonasaban is kiilonbozik a modszeriink a klasszikus bizonyi-
tasoktol: hasznalja az informdcio hidnydt, azaz azt, hogy nem tudhatom, hogy az olvaso
mit véalaszt. (Ha én példaul Gauss bizonyitasat mondom el arra, hogy egy szabalyos 7-
sz6g nem szerkeszthets korzével és vonalzoval, a bizonyitasom akkor is érvényes marad,
ha elére megtippelem az olvasé kérdését, vagy akar egy beavatott baratom teszi fel azt
a kérdést, amelyiket én akarom.) Bizonyos értelemben egy egyszerii jelszavas modszer
is egy interaktiv bizonyitas, ahol a jelszavam a bizonyiték arra, hogy hozzaférhetek a
fickomhoz, ebben az esetben az ,informacié hianya” az, hogy remélhet6leg mas nem
ismeri a jelszavamat.
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14.4. Hogyan bizonyitsunk nemlétezést ?

A [l fejezetben megismerkedtiink néhany NP-beli nyelvvel, igy tudjuk, hogy adott
grafban Hamilton-kor 1étezését konnyen bizonyithatjuk, ha ismeriink egyet, elég meg-
adnunk. Viszont hogyan bizonyitsuk azt, hogy nem létezik Hamilton-kor?

Sok feladat esetében (példaul: teljes parositas létezése, sikbarajzolhatoség) a nem-
létezés bizonyitasa is egyszert, mivel NP N co-NP-ben vannak. Ezekben az esetekben a
bizonyitas olyan tételeken alapszik, mint a Frobenius-tétel, a Kénig-tétel, a Tutte-tétel
vagy a Kuratowski-tétel. A Hamilton-kor problémara nem ismert ilyen tétel, s6t ha
NP # co-NP, akkor egyik NP-teljes problémanak sincs ilyen ,,jo karakterizacioja”.

Most kideriil, hogy interaktivan sokkal konnyebb a dolgunk, azaz egy (gyorsan szé-
mol6) Bizonyité meg tudja gydzni a (polinomidlis hosszi bizonyitast polinom idében
ellenérzs) Ellendrt a nemlétezésrsl. ElGszor a kovetkezs, az NP-teljes problémaknal
egyszertibbnek gondolt graf-izomorfia problémaval foglalkozunk:

14.4.1. Probléma. Adott G és Gy grdafok izomorfak-e ?

Az trivialis, hogy ez NP-ben van, azt viszont nem tudni, hogy co-NP-beli-e (a
matematikusok tobbsége azt varja, hogy nem). Viszont van egy egyszerii protokoll,
amivel a Bizonyit6é meg tudja gy6zni az Ellenért arrdl, hogy a két graf nem izomorf.

Az Ellen6r 1/2 valoszintséggel kivalasztja az egyik grafot, atcimkézi a csticsait, és
az igy kapott G3 grafot adja a Bizonyitonak, és megkérdezi, hogy G1-bdl, vagy Go-bdl
kapta-e.

Erre a Bizonyito, ha tényleg nem izomorf a két graf, egy egyszert izomorfia-
teszteléssel (ami lehet n! ideji, mivel a Bizonyit6 nagyon gyors) meg tudja mondani,
hogy G1-bdl vagy Go-bdl keletkezett-e G3, ha viszont izomorfak, akkor a Bizonyité 3
izomorf grafot 1at, igy 1/2 valoszintséggel ad helyes valaszt. (Ha az Ellendr sokallja a
csalas valoszintségét, megismételheti az egészet 100-szor, igy mar annak a valoszintisé-
ge, hogy a Bizonyitonak végig szerencséje van, és végig hamis dolgot bizonyit 27100))

[lyen interaktiv protokoll kiilén-kiilon adhatoé példaul a nem 3-szinezhetGségre, a
Hamilton-kor mentességre sth., viszont igazdbol ha mér egy NP-teljes probléma komp-
lementerére adunk egy protokollt, akkor arra minden NP-beli probléma komplementere
visszavezethetd. Itt a kovetkezs NP-teljes probléma (lasd a [I4.4.]] feladatot) tagada-
sara adunk megoldast, Nisan protokollja alapjan:

14.4.2. Probléma. Adott p(xy, 2, ..., x,) n vdltozds n-ed foki egész egyiitthatds po-
linomhoz van-e olyan y € {0,1}", melyre p(y) #0 ¢

A probléma nyilvan NP-ben van, de hogyan bizonyithatd, hogy egy polinom elttinik
(azonosan nulla) {0,1}"-en?
A Bizonyito igazabdl azt fogja bizonyitani, hogy

> plan,.x)?=0. (14.1)

z1,...,n€{0,1}

Mivel a bal oldalon exponenciélisan sok tag van, az Ellenér ezt nem tudja kézvetlentil
ellendrizni. Ezért a Bizonyito elkésziti a kovetkezd egyvaltozos polinomot :

fi(z) = Z p(z, 29, .., 1,)%,

z2,...,n€{0,1}
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¢és ennek az explicit alakjat megadja az Ellenérnek:
fi(x) =ap+aiz+. .. +aga?, (14.2)

ahol d = 2n. Ekkor az Ellenér koénnyen ellendrizheti, hogy f1(0)+ f1(1) = 0, viszont
honnan tudja, hogy (I£2) tényleg fi(z)-et adja? Az egyiitthatok egyesével torténd
ellenérzése az n valtozos kifejezéstink d+ 1 darab n — 1 valtozos kifejezésre torténd
redukalasat jelentené, ami végiil exponenciélis (t6bb, mint d") lépésszamhoz vezetne.

A triikk az, hogy az Ellenér vélaszt egy véletlen &-t, ahol € € {0,1,...,2n%}, és arra
kér bizonyitéast, hogy

fi€) = ao+ar+.. . +aqsc’. (14.3)

Ha (IZ2) két oldala kiilonb6z6, akkor maximum d = 2n helyen egyeznek meg, ezért
annak a valosziniisége, hogy a fenti véletlen € helyen egyenléek 2n/2n3 = 1/n?. Tehat

ha a Bizonyit6 csal, akkor itt maximum 1/n? valoszintiséggel nem bukik le.
Tehat most (I£3)) a

> pEaa, ) =0 (14.4)

z2,...,xn€{0,1}

alakban frhato, ahol b = ag+a;&+. ..+ aqé?. Ez olyan, mint (I41)), azt leszdmitva,

hogy most a jobb oldal nem 0 (ami teljesen lényegtelen), és hogy méar csak n—1 valtozod
van, igy ([[4.4)-et a Bizonyité rekurzivan tudja bizonyitani. Iteracionként O(dlogn)
bit informaciot cseréltiink, ami sszesen O(dnlogn) = O(n*logn) bit, és az Ellensr
szamitasi ideje is nyilvan polinomialis.

A fenti probléma NP-teljessége miatt minden co-NP-beli problémara adhaté poli-
nomidlis idejd interaktiv bizonyités. Viszont val6jaban ennél meglepGen tobb is igaz:
Lund, Fortnow, Karloff és Nisan, illetve Shamir (1990-ben) tovabbfejlesztve a fenti
protokollt belattak, hogy minden PSPACE-beli problémdra adhato polinom ideji in-
teraktiv bizonyitds. Ez azért is érdekes, mert az egyszertien lathatd, hogy megforditva,
minden polinom idej{ interaktiv bizonyités lefordithat6 egy polinomialis tarat hasznalo
algoritmusra.

14.4.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a fenti[1].4.2. probléma NP-teljes.
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14.5. Hogyan gy6z6djlink meg egy bizonyitas helyes-
ségérsl — annak ismerete nélkiil ?

Matematikai folyoiratok szerkesztésekor gondot jelent (sajnos nem alaptalanul), hogy
egy cikk ir6ja fél benyujtani az eredményét, mivel ezt kdvetGen a lap szerkesztdje,
vagy egy birdldé a sajat nevén publikdlhatja az eredményt. Az itt bemutatott, kicsit
wvicces” példak célja inkdbb az, hogy illusztraljak az interaktiv bizonyitasok logikajat,
minthogy valo életben alkalmazhat6 megoldast nyujtsanak (bar az e-mail, elektronikus
iizendfalak, on-line biralas és az elektronikus publikilas tovabbi formainak fejlédésével
ki tudja, hogy mit hoz a jové...).

Ha valaki példaul ir nekiink egy levelet, hogy: ,Bebizonyitottam a P#£NP sejtést, de
nem mondom el a részleteit, mert félek, hogy ellopjak, viszont szeretném publikalni”,
akkor csak arra hivatkozhatunk, hogy a tudoményos folydiratok politikidja az, hogy a
cikkeket bizonyitéassal egyiitt (2 lektor altal ellendrizve) kozlik. Nem tudjuk garantalni
hogy kozben a szerkeszté vagy valamelyik lektor nem publikidlja a bizonyitast a sajat
nevén, miutan elolvasta azt.

AT43l alfejezetben latott eredmény viszont mégis segithet megoldani a problémat.
Erezni, hogy a helyzet hasonlo: a szerzének meg kell gy6zni a szerkesztét arrol, hogy
tényleg megvan a tételre a bizonyitasa, anélkiil, hogy arrél barmit elarulna. Az NP-
teljesség elméletébdl kovetkezik, hogy minden T matematikai allitasra és k szamra
konstrualhato (polinom idében) egy G graf, melyben akkor és csak akkor van Hamilton-
kor, ha T-nek van k hosszi bizonyitasa. Igy valaszolhatjuk azt a levélre, hogy: , Kérem,
készitse el a P£NP tételéhez és a bizonyitasa hosszéhoz tartozo grafot, és bizonyitsa
be a Blum-féle protokollal (lasd a [[4.3] alfejezetet), hogy van benne Hamilton-kor!”
Ehhez kell némi interakcio, de elméletben megvaldsithato.
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14.6. Hogyan biraljunk exponencialisan hosszt cikke-
ket ?

Két Bizonyito

Az egyik legnehezebb feladat a folyodiratok szerkesztGinek a hosszu cikkekhez lektorokat
talalni. Ki is akarna honapokat eltolteni azzal, hogy példaul egy 150 oldalas cikket
elolvasson, mikozben hibat keres a benne 1év6 bonyolult formuldkban? Es sajnos az
ordog mindig a részletekben rejlik, példaul egy ,,—” a helyes ,,+” helyett a 79. oldalon
megolheti az egész bizonyitést...

Babai, Fortnow és Lund 1990-es eredménye 1ij lehetGségeket ad a szerkesztSknek.
El6szor informalis leirasat adjuk ennek a modszernek, amely itt segithet.

Tegyiik fel, hogy egy helyett két Bizonyitonk van, akik egyméssal nem kommuni-
kalhatnak, csak az Ellenérrel. Igy nyilvan sokkal nehezebben tudnak csalni, és esetleg
olyanrdl is meg tudjak gy6zni az Ellendrt, amir6l egymagukban nem. Tényleg ez a
helyzet 7 Babaiéknak sikeriilt egy protokollt adni, melynek a segitségével két fiiggetlen
Bizonyit6 polinom idejt interaktiv bizonyitassal meg tudja gydzni az Ellenért minden
olyan allitasrol, melynek legfeljebb exponencialis hossztusagu ,hagyomanyos” bizonyi-
tasa van.

Erdemes megjegyezni, hogy ez az els6 eredmény, ahol az interaktivitas tényleg se-
git, anélkiil, hogy olyan bizonyitatlan hipotézist feltennénk, mint hogy P#NP: ismert
ugyanis, hogy vannak olyan &llitdsok, amelyek legrovidebb bizonyitasa exponencialis a
bemenet hosszanak fiiggvényében.

Babaiék protokollja egy nagyon erds tovabbfejlesztése a [14.4l alfejezetben leirtnak,
igy itt nem tudjuk felvézolni.

A PCP-tétel

Van egy masik alkalmazésa is ezeknek az eredményeknek. Altalanos jelenség a mate-
matikdban, hogy néha a bizonyitas hosszabban leirva egyszertibben olvashaté. Mérhets
ez? Ha egy bizonyitas kompaktan van leirva, feleslegek nélkiil, akkor el kell olvasnunk az
egész bizonyitast ahhoz, hogy ellendrizziik a helyességét. Az el6z6 szakaszban emlitett
eredmény lehetséges atértelmezése, hogy van olyan modja egy bizonyitéas leirdsdnak (a
leirt bizonyités fogja itt helyettesiteni a két fiiggetlen bizonyitot), hogy a biraloé annak
csak egy Kkis részét elolvasva ellendrizni tudja a tétel helyességét. A bizonyités igy egy
kicsit hosszabb lesz, mint kellene, de nem sokkal. Rdadasul ekkor a lektornak csak az
eredeti bizonyitas hosszanak logaritmusdval megegyez6 szamu karaktert kell elolvas-
nia! Pontosabban egy N hosszi bizonyitas modosithato, hogy az ujbol csak O(log N)
karaktert kelljen elolvasnia a lektornak; ez Feige, Goldwasser, Lovasz, Safra és Szegedy
1991-es eredménye. Ezzel példaul egy (valoban létezs) 2000 oldalas bizonyitas néhany
sor elolvasasaval ellenérizhetd.

A modositott bizonyitasra ugy kell tekinteniink, mint egy kddolésra, mely a ,lokélis”
hibakat kisz{iri, pont tigy, mint a hibajavité kodok a telekommunikacioban. Az tjdonsag
az, hogy itt 0tvozziik a hibajavité kodok Gtleteit a bonyolultsagelmélettel.

14.6.1. Definicio. Legyen A randomizdlt algoritmus, mely x,y € {0,1}* bemenetre
kiszamol eqy A(x,y) bitet. Azt mondjuk, hogy A az L C{0,1}* nyelv (egy oldali hibdji)
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Ellendre, ha minden pozitiv egész n-re van eqy pozitiv egész m szdm, hogy minden
ze{0,1}"-re:

a) ha x € L, akkor 3 y € {0,1}™, hogy A(z,y) =1 biztosan;

b) ha x & L, akkor Vy € {0,1}™-re, annak a valdszintisége, hogy A(x,y) =1, kisebb,
mint 1/2.

Azt mondjuk, hogy az A algoritmus (f, g, h) bonyolultsigi, ha O(f(|x|)) idében fut,
O(g(|x|)) véletlen bitet haszndl, és O(h(|x|)) bitet olvas el y-bol.

Megjegyzések. 1. A fenti definicioban A a lektor, y a bizonyitas.

2. Az, hogy az L nyelv NP-ben van, ekvivalens azzal, hogy van (n¢,0, n¢) bonyolultsagt
Ellendre.

A kovetkezd tételt, mely PCP-tétel néven ismert (ami a Probabilistically Checkable
Proof roviditése), Arora, Lund, Motwani, Safra, Sudan és Szegedy bizonyitotta 1992-
ben. Ez a tétel Feigéék fent idézett tételének komoly erdsitése, egyrészt azt allitja, hogy
O(log N) helyett elég konstans betiit elolvasni, masrészt azt is, hogy az Ellendrnek elég
O(logn) alkalommal pénzt feldobnia. A bizonyitasa tul hosszu, ezért itt mellgzziik.

14.6.1. Tétel (PCP-tétel). Minden NP-beli nyelvnek van (n¢ logn, 1) bonyolultsdigi
Ellendre.

Eszrevehetjiik, hogy az y tantnk valaszthaté |z|-ben polinomialis méretiinek, mert,
mivel az Ellenér c¢; logn véletlen bitet hasznal, igy n° féle lehet az érmedobélas ered-
ménye. Az Ellenér egy érmedobalas utan maximum ¢, bitet hasznal y-bol, igy Osszesen
con bitre van sziiksége, a tobbit nyugodtan elhagyhatjuk y-bol.

14.7. Kozelithetéség

A valésagban felmeriil problémék donté része NP-nehéz. Mivel az ilyen feladatokat
is ,meg kell oldani” valahogyan, tobbféle modszer 1étezik, lasd a[dl fejezet utolsé meg-
jegyzését. Ebben az alfejezetben a kozelité megoldasokkal foglalkozunk. Egy eldontési
problémaéra nem konnyd definialni ezt a fogalmat, hiszen az algoritmus vagy 0 vagy 1
valaszt ad. Ezért mi itt az optimalizalasi feladatokkal foglalkozunk. A bemenet egyik
része meghatarozza a megengedett megolddsok halmazat, masik része pedig megad egy
célfigguényt, amely minden megengedett megoldashoz egy valos szamot rendel. Altala-
ban a cél minimalis (vagy maximalis) értékd megengedett megoldast keresni. Példaul a
bemenet elsé része egy graf, a megengedett megoldasok az olyan csicsszinezések, mely
szomszédos cstcsokhoz kiilonbozd szint rendelnek, a célfiiggvény (amit minimalizalni
akarunk) a felhasznalt szinek szama.

Az egyszertiség kedvéért a definiciokat csak minimalizalasi feladatokra adjuk meg,
maximalizalasi feladatokra analog moédon adhatunk hasonléakat. Egy adott input ese-
tén OPT jeloli az optimalis megoldas értékét, tehat a legkisebb célfiiggvény-értéket,
mely megengedett megoldéason felvétetik. Egy algoritmust r(n)-kozelitének neveziink,
ha minden n-re és minden n méretd bemenetre kiad egy megengedett megoldést
(amennyiben az létezik), melyen a célfiiggvény értéke legfeljebb r(n)-OPT. Fontos spe-
cialis eset, ha r(n) nem fiigg n-t6l, hanem egy ¢ konstans, ekkor c-kozelits algoritmusrol
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beszéliink. Egy feladat r(n)-kozelithetd, ha létezik hozzéa r(n)-kozelité polinom ideji
algoritmus.

14.7.1. Példa. Egy grafban keresiink legkisebb lefogo csiucshalmazt (cstcsok olyan
halmazat, hogy minden élnek legalabb az egyik végpontja benne legyen). Erre elég
konnyd egy 2-kozelit§ algoritmust adni: vegyilink egy tetszéleges nem bévithets M pa-
rositast, a kimenet legyen az M-beli élek 2|M| darab végpontja. A nem bévithetGség
pont azt jelenti, hogy ezen a halmazon kiviil nem mehet él, tehat a megoldasunk meg-
engedett. Masrészt ha csak az M-beli éleket akarjuk lefogni, mar ehhez is kell legaldbb
| M| cstcs, tehat OPT> | M.

A legtobb feladatrol semmilyen, vagy csak nagyon gyenge kozelithetéséget tudunk,
sokszor mar egy O(logn)-kozelité polinom ideji algoritmusnak is oriiliink (példaul
ennél jobbat nem is tudunk a 5l alfejezetben emlitett lefogési feladatra (n elemii
alaphalmaz részhalmazait akarjuk minél kevesebb ponttal lefogni). Azonban problémék
egy igen jelentGs osztalyarol kideriilt, hogy c-kozelithetGek valamilyen ¢ konstanssal, az
ilyen problémék osztalyat A PX-nek nevezik.

Sok NP-nehéz feladatra még ennél is jobbat tudunk. Azt mondjuk, hogy egy fel-
adatra van polinom ideji approximdcios séma (PTAS), ha minden konstans ¢ > 0-ra
van egy polinom idejd (1+¢)-kozelits algoritmus. A feladatra van teljesen polinom ideji
approzimdcios séma (FPTAS), ha minden € > 0-ra van egy (14 ¢)-kozelits algoritmus,
melynek lépésszama a bemenet hosszanak és az 1/e-nak egy polinomja. (Tehat egy
PTAS algoritmus lépésszama lehet akéar n?’" is, mig egy FPTAS-é nem). A kettd ko-
zOtt még van egy nemrégen definialt fogalom, a hatékony polinom idejd approximdcios
séma (EPTAS), ahol a megengedett lépésszam f(e)-nc, tehat itt mar a relativ hiba
reciproka nem lehet az n kitevSjében, de f(c) = 2/¢ megengedett.

Masrészt szokas definialni az A PX-teljes problémak osztalyat is. A pontos definici-
6hoz egy bonyolultabb visszavezetési fogalom sziikséges, igy csak azt a kovetkezményt
emlitjiik, hogy egy APX-beli probléma APX-teljes, hogyha van olyan ¢ > 1 konstans,
hogy ha c-kozelithet lenne, akkor ebbdl mar P=NP kovetkezne. Tehat ha feltessziik,
hogy P#£NP, akkor APX-teljes problémakra nem létezhet polinom idejii approximacios
séma.

Alsé korlatok a kozelithetdségre

A PCP-tétel egyik f6 alkalmazéasa, hogy segitségével 14j fajta alsé korlatot adhatunk
arra, hogy milyen jol lehet bizonyos kombinatorikus optimalizalasi probléméakat kozeli-
teni. Ezt mi a maximalis klikk méret — w(G) — kiszamitasanak problémajan mutatjuk
meg, ami NP-nehéz.

14.7.1. Tétel. Ha van olyan polinomidlis algoritmus, mely kiszamol egy olyan f(Q)
kézelitést a mazimdlis klikk méretre, hogy minden G grifra w(G) < f(G) <2w(G), akkor
P=NP.

Bizonyitds. Legyen £ C {0,1}* tetsz6leges NP-teljes nyelv, példaul a 3SAT. A PCP
tétel miatt ennek van (n¢ logn,1) bonyolultsagu Ellendre, A. Rogzitsiink egy € {0,1}"
bemenetet, és tegyiik fel, hogy erre az A Ellenér k < ¢ logn véletlen bitet hasznal, és b
bitet olvas y-bol. Ehhez az = szohoz elkészitiink egy GG, segédgréafot a kovetkezSképpen:
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G, cstcsai (z,u) parok lesznek, ahol z € {0,1}* és u € {0,1}°. Hogy eldéntsiik, hogy
egy ilyen (z,u) par valoban csucs-e, lefuttatjuk A-t az adott = szoval, és z-vel, mint
véletlen bitekkel. Mikor, némi szdmités utan az algoritmus az y sz6 b darab bitjét el
akarja olvasni megadjuk neki az uq, ..., u, biteket. A végén az algoritmus kimenete 0
vagy 1; a (z,u) akkor lesz G cstcsa, ha a kimenet 1.

Ahhoz, hogy megadjuk, hogy a (z,u) és (2/,u) cstcsok kozt van-e él, emlékezziink
arra is, hogy y-bol melyik betiiket probalta az A algoritmus elolvasni az (x, z)-vel, il-
letve az (x,z')-vel valo inditaskor. Ha van olyan hely, hogy az ahhoz tartozé u és o’
bit kiilonb6z6, azt mondjuk, hogy dutkézés van. Akkor kotjiik Gssze a (z,u) és (2/,u)
cstuicsokat, ha nincs koztiik iitkdzés. Vegyiik észre, hogy G, polinomiélis idében konst-
rualhato.

Tegyiik fel, hogy x € L. Ekkor van hozza egy y € {0,1}™ bizonyitas (tani). Minden
2=z ...z véletlen bitsorozathoz megadhatunk egy u€{0,1}° szot, hogy (z,u) €V (G.),
mégpedig azok a bitek, melyeket az algoritmus x bemeneten, z véletlen bitek esetén
y-bol elolvas. Az trivialis, hogy ezek kozt a csticsok kozt nincs iitkdzés, igy ez a 2F cstcs
klikket alkot. Igy ebben az esetben w(G,) > 2.

Most pedig tegyiik fel, hogy = ¢ £, és hogy a (2, uM)(z® u@), ... (2™ )
N db kiilonbozé cstces klikket alkotnak Gg-ben. Itt a 2™, 2(2) . szavak biztosan
kiilonbozéek ; hiszen, ha példaul 2 =20 valamely i+ j-re, akkor A ugyanazon helyeket
olvasna el y-bol mindkét futasakor, igy mivel nincs iitkozés, ezért u(9 = uU) lenne, de
ez ellentmondana annak, hogy N kiilonb6z6 cstcsot valasztottunk.

Definidljuk y-t a kdvetkezé modon: Induljunk ki m tires helybdl. Futtassuk minden
i-re sorban A-t az x bemenettel és 2(*) véletlen bitsorozattal, és az u(¥ bitjeit illessziik
be abba a b darab pozicidoba, amelyet az algoritmus olvasni probal. Ha olyan helyre
akarunk irni, ami méar foglalt, nem kell valtoztatnunk semmit, mivel a megfelel6 G-
beli csticsok Gssze voltak kotve, ezért nem volt iitkozés, tehat ugyanazt frnank.

Végiil y-bol néhany hely ki lesz toltve, a maradékot tetszSlegesen kitolthetjiik. A
konstrukciobol kovetkezik, hogy erre az y-ra

Pr(A(r.y)=1) > 1.
és igy a definicié b) pontja miatt N < 2¥~!. Igy ha x ¢ £ akkor w(G,) < 2F~1,

Tehat ha van olyan polinomidlis algoritmus, ami kiszamit egy f(G,)-et, melyre
w(G,) < f(G,) <2w(G,), akkor f(G,) >w(G,) >2F ha x € L, mig f(G,) <2w(G,) <2k
ha z ¢ L, igy x € L polinomialis idében eldonthets. Mivel £ NP-teljes, ebbdl kovetkezik,
hogy P=NP. [

A fenti technikat (a PCP tétel erGsebb alakjait hasznélva) jelentGsen kiterjesztették,
példaul a fenti tételnél sokkal tobb is igaz. Ha P#NP, akkor egy n cstcst grafban
a maximalis klikk mérete nem lehet n®9%-kozelithets (Hastad, Zuckerman). Tovabbi
példa, hogy P#£NP esetén van olyan ¢ konstans, hogy a lefogasi feladat nem (clogn)-
kozelithets (Raz és Safra). Nevezetes APX-teljes problémak példaul a maximalis vagas
(még 3-regularis grafokra megszoritva is), a lefogd csticshalmaz, és a legkisebb méretii
tartalmazasra nézve maximaélis parositas.
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